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SUR  LA 


THÉOUJE  DES  NOMiniES. 


CHAPITRE  I. 


SlI!   I.  V   niVISIlîILITK  Di:S  XOMIiRKS. 


1.  L'icli'c  de  nombre  a  son  origine  dans  la  eonsidération  de  plusieurs  oljjels  dis- 
lincts. 

C'est  une  notion  qui  s'altaclie  à  eelte  considéralion,  où  Ton  fait  al)straclion  de 
la  nature  des  objets,  et  qui  est,  d'après  notre  conviction  intime.  indi'|)endante  de 
l'ordre  dans  lequel  on  envisage  successivement  les  objets  donnés. 

Ce  dernier  point  est  essentiel  et  constitue,  à  proprement  dire,  le  seul  axiome 
de  toute  la  science  des  nombrc.'s.  Peut-être  même  est-il  possible  de  ramener  cet 
axiome  à  (pielque  chose  de  jdus  simple  encore. 

Si  l'on  se  rappelle,  en  efl'el,  que  l'on  peut  passer  d'une  permutation  à  une  autre 
par  une  série  de  transpositions  opérées  sur  deux  éléments  voisins,  il  semble  qu'au 
fond  il  suffît  d'adopter  l'axiome  dans  le  cas  de  deux  objets. 

Mais,  sans  insister  sui- cette  cpicstion,  nous  nous  bornerons  à  observer  qu(^  les 
relations  exprimées  par  les  écpiations 

II.  -\-  b  —  b  -\-  a,         (1  +  b  +  c  =  rt  H-  (6  -i-  '■),  •  •  •• 

abc.  =  bac  =  c(ab  ),  .... 

rt  (6 -H  c)  =  aô -i- ne,  ..., 


doivent  être  considérées  comme  des  théorèmes  ipii  découlent  de  l'axiome  londii 
mental  ipn  donne  naissance  à  l'idée  de  nombre. 


2  T.-.I.    STIELTJF.S. 

"2.  En  comparant  un  nombre  a  avec  les  multiples  o,  b,  ib,  ...  d'un  second 
nombre  b,  deux  cas  peuvent  se  présenter.  Ou  bien  a  est  égal  à  un  multiple  de  b, 
alors  <i  est  divisible  par  b,  b  un  diviseur  de  a,  ou  bien  le  nombre  a  tombe  entre 
deux  multiples  consécutifs  de  b.  Dans  ce  dernier  cas,  il  existe  un  nombre  m  tel 
(pie  a  =  mb  +  c,  c  étant  positif,  mais  inférieur  à  b. 

3.  Etant  donnés  plusieurs  nombres  a,  b,  c,  . . .,  l,  (Jii  peut  toujours  trouver  des 
nomjjres  qui  sont  en  même  temps  divisibles  par  a,  par  b,  ...,  par  /.  Parmi  ces 
nombres  cpi'on  appelle  communs  multipb^s  de  a,  b,  c,  ...,/,  il  y  en  a  un  néces- 
sairement (pii  est  le  |>lus  petit  et  qui  s'appelle  \c  plus  petit  cimimun  multiple  i\e^ 
nombres  a,  b,  c,  . . .,  I. 

Théorème  I.  —  Le  plus  petit  comtniin  multiple  m  des  iiotnl>i-es  (/.  b,  c,  ...,  l 
dii'ise  exactement  tout  autre  comuiun  multipile  M  de  ces  nottdu-es. 

En  effet,  si  M  n'était  pas  un  multiple  de  m,  la  division  de  M  par  /)i  donnerait 
lieu  à  une  relation 

]\1  —  A  ni  ■+-  m', 

où  m'  serait  positif,  mais  inférieur  à  m.  Or  un  reconnaît  immédiatement  que  m' 
serait  encore  un  commun  multiple  de  a,  b,  c,  . .  .,  /,  ce  qui  est  absurde,  puisqu'on 
suppose  qu'il  n'existe  pas  un  tel  commun  multiple  inférieur  à  m. 

11  est  clair  qu'on  peut  énoncer  ce  tbéorème  encore  de  cette  manière  : 

Théorème  1".  —  Si  un  nombre  M  admet  pour  diviseurs  les  nombres  a,  b, 
c,  . . .,  /,  le  plus  petit  commun  multiple  de  a,  b,  c,  . . .,  l  sera  encore  un  divi- 
seur de  M. 

4.  Le  plus  ])etit  commun  multiple  des  nomlires 

«>6>c>...>/ 

est  évidemment  au  moins  égal  à  a,  et  il  ne  peut  être  égal  à  a  (pie  dans  le  cas  où 
b,  c,  .  . .,  l  sont  des  diviseurs  de  ft. 

5.  Un  nombre  qui  divise  à  la  fois  a,  b,  c,  . . .,  l  s'appelle  un  commun  diviseur 
de  ces  nombres.  Parmi  ces  communs  diviseurs,  il  y  en  a  nécessairement  un,  plus 
grand  (pic  les  autres,  et  qui  s'appelle  le  plus  s^rand  commun  diviseur  de  (/, 
b,  c,  ...,  /. 

Théorème  II.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  o  des  nombres  a,  b,  c,  .... 
l  est  un  multiple  de  tout  autre  commun  diviseur  o'  de  ces  nombres. 

Soient,   en   eflel,    o.   o',   o".    ...    les  communs  diviseurs  des  nombres  donnés. 


sn;  LA  TEir.oiur,  uns  nomures. 


3 


l'iiis(|iic  II  est  (li\isil)lc  par  o,  o',  o",  ...,  il  csl  ciicdrc  divisil)lc  |)ar  !<•  |ilii>  piiil 
comimin  iiiiilliplc  ilr  o,  5',  o",  .  . . ,  cl,  il  cii  csl  do  mrmc  poiii-  6,  r,  ...,/.  l'ar  cini- 
sé(|uciil,  !<■  plus  |iclil  ciimimiri  niullljjle  de  o,  o',  o",  .  .  .  csl  encore  un  ((iiiiiniiii  di- 
viseur de  11^  b,  c,  ...,/.  Ce  plus  |)Clit  commun  mulliplc  csl  donc  nécessairement 
égal  à  0,  et  o',  o",  ...  soni  les  diviseurs  de  o.  L'cnscnd)le  des  communs  diviseurs 
de  II,  h,  f,  ...,  /  esl  idenlupu^  avec  l'cnscinlih'  des  liiviseiii's  de  o. 

(i.  l'our  elierclier  le  |).  j;.  e.  d.  (p.  p.  e.  m.)  de  ii,  h,  c,  ...,  /,  on  peul,  divisci- 
ces  noiiilires  en  divers  groupes,  elierclier  le  p.  g.  e.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  nondiies 
contenus  dans  ces  groupes,  ensuilc  le  p.  g.  e.  d.  (p.  p.  c.  m.)  des  nombres  ain^i 
ol)lcnus. 

On  pourra  donc  ramener  le  problème  toujours  au  cas  où  d  n'\  a  cpie  deu\ 
nond)res  n  cl  A,  cl.  dans  ce  cas,  l'algorillime  d'Euclide  conduil  de  la  l'aeon  la  plus 
simple  à  la  connaissance  du  p.  g.  c.  d.  Par  ime  suite  de  divisions,  on  oblicnl  les 
l'i'lalions 

Il  =  (jO  -t-  /■, 

h         —  y' r  ^-  /■', 

/•  =  cj"r'  -r-  /■", 


.«■-!)_  „(/.  +  ii,.i7.).^  ,.i:/.  +  i) 


et  /•"'+'    est  le  p.  g.  e.  d.  de  il  cl  //. 

Soit  0  le  p.  g.  c.  d.  de  ii.  h,  r,  ...,  /,  alors  les  nombres  /»«,  mb,  ...,  ml  sont 
tous  divisibles  par  nio,  leur  p.  g.  c.  d.  est  donc  nécessairement  divisible  par  /;/o, 
mais  on  reconnaît  immédiatement  que  ce  p.  g.  c.  d.  est  exactement  /»o. 

l'our  aliréger,  nous  emploierons  quelquefois  les  svmbolcs 

\a,b,c l\ 

pour  tiésigner  respeclivement  le  p.  g.  c.  d.  et  \v  p.  p.  c.  m.  de  <i,  />,  ....  /. 
(_)n  a  ibmc 

(mu,  mil ml )  =  m  x  (a,  l>,  .  .  .,  I) 

et  de  iiu'ine 

I  mu.  mit.  .  .  . ,  ml  \  =  m  X  \  ri.  h /  [. 

De  là  on  peul  eonelurc  le  Icmmc  suisant  (pii  esl  souscrit  uldc. 
Lemmk.  —  Siiiriil  il  le  p.  u .  c.  il.  {p.  p.  r.  III.)  lies  y.  iinnibrex 


a,     o  ,     a 
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c  le  p.  fi.  r.  il.  {p.  p.  r.  »i .)  îles  [i  nombres 

b.     h',     1/ 

alors  le  p.  fi.  e.  cl.  (p.  p.  c.  ni.)  des  'j.'^^  produits 

ah.     ail.     al)" al),     a' b' a' b.     a"b', 

est  de. 

En  eflel,  les  p.  g.  c.  d.  (p.  |i.  c.  m.)  des  divers  groupes 

al).        ah'.       ab" 

a'b.      a'iy,      a'b",      ..., 

a"  b,     a"  b' .     a"  b",      .... 


soni  respeclivemcnl  ae,  a'e,  a"e,  ...,  el  le  p.  g.  c.  d.  (p.  p.  c.  m.)  de  ces  der- 
niers noniljres  esl  de. 

7.   ]ja  reclierche  du  p.  p.  c.  m.  peut  se  ramener  toujours  à  celle  du  p.  g.  c.  d., 
el  réciproquement. 

Le  p.  p.  c.  m.  de  a.  />,  c  esl  de  la  forme 

~d 


donc  d  doit  être  un  commun  dixiseur  de  he,  en,  nb.   l'our  avoii-  le  p.  p.  c.  m., 
il  faut  évidemment  prendre  ])Ourr/le  p.  g.  c.  d.  Ac  he,  eu,  itb. 

TuÉOKÈME  111.  —  Le  p.  p.  e.  ni.  (p.  fi.  e.  d.)  de  ii.  b,  e /  esl  éfiitl  nu  pro- 
duit abc.  .  .1  divisé  par  le  p.  fi-,  e.  d.  [p.  p.  e.  m.)  des  j>roduils 


.1.     ac.l. 


8.  Dans  le  cas  de  deux  nombres  a  et  b,  le  produit  du  p.  g.  c.  d  et  du  p.  p.  c  m. 
est  ab.  Cette  relation  n'a  plus  lieu  dans  le  cas  où  l'on  a  ii  nombres.  Cependant 
on  peut  rétablir  l'analogie,  et  il  faut,  pour  cela,  considérer,  non  seulement  le 
|).  g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.,  mais  une  suite  de /(  nombres  (|ul  dérixciil  d'une  l'açon 
particulière  des  nombres  donnés. 

INous  allons  entrer  dans  quekpies  (bUails  sur  celte  théorie,  com|irise  dans  des 
i-eelierclies  plus  générales  de  M.  Smylh  dont  nous  aurons  à  parler  plus  loin. 

C.onsidérruis  n  nombl'es 


(A) 


a.     b. 


....      I. 


sn;   i.\  ïiiiKHiii:  di.s  NOJir.ui'.s.  'i 

l'renons  doux  noiiihrcs,  jiai-  oxoniplc  a   cl   /;,    fie  ce  système  et  remplaçons-les 
par  leur  p.  y.  c.  d.  l'I  leur  p.  p.  e.  m.  Ou  aura  ainsi  un  second  syslème  (A,) 

a'.       //,       r,        ....       /. 

lùi  l'épélanl  la  même  opérallon  sur  (A,  )  pour  en  di'dnire  un  sjslème  (Aj),  puis 
un  système  (^Vj),  .  .  .,  on  Unira  toujours  par  obtenir  un  sxslème  dans  lequel  deux 
nombres  quelconques  sont  eu\-mènies  leur  p.  g.  c.  d.  et  p.  p.  e.  m.,  e'est-à-dirc 
l'un  de  ces  nombres  divise  l'aulre.  Si  IDri  ordonne  les  nombres  de  ce  système  dé- 
finitif par  ordre  de  grandeur  croissante 


C/i  divise  Ca+i-  ft  nous  dirons  que  ces  nombres  forment  le  syslème  ri''</iii/,  Ck  est 
le  /,"""'  nomlu'c  réduil.  l'^ii  ellèl,  ou  verra  qur  ce  svstèuie  ri'duil  est  unique  et  in- 
dépendant de  la  manière  dont  on  a  dii'ig('  les  o|)érations. 

9.  Pour  faciliter  un  peu  le  langage,  nous  dirons  que  deux  nombres  forment  un 
couple  réduil  lorsque  l'un  de  ces  nombres  divise  l'autre.  11  est  clair  <pie,  si  a  et 
b  sont  un  couple  réduil,  les  groupes  (A)  et  (A,)  soni  itlcnlitpjes  ;  on  peut  donc  se 
dispenser  de  combiner  les  couples  réduits.  Si  tous  les  cou])les  de  (^  A  )  étaient  \(-- 
duits,  ce  groupe  serait  déjà  le  système  réduit. 

]\ous  allons  faire  voir  (jueri  combinant  deux  nomlires  qui  ne  forment  pas  un 
couple  réduil,  on  augnienlc  loujours  le  nonibie  loial  des  coujjles  réduits. 

Considérons,  pour  cela,  les  di\ers  coujilo  réduits  de  (A).  On  j)eut  distinguer 
les  quatre  catégories  suivantes  : 

1°  J^es  couples  réduits  /",  g  qui  ne  renferment  ni  </,  ni  /;.  Il  est  bien  clair  que 
ces  couples  réduits  se  retrouvent  dans  (A,). 

2"  Les  couples  réduits  «,  /"  qui  renferment  le  nombre  d  et  qui  sont  tels  que  A,  /' 
n'est  |ias  un  couple  réduit.  iJans  ce  cas,  au  moins  un  des  couples  r/,  /"  el  //,  f 
sera  réduit,  el  ils  |)euvi'nl  Tèlre  lous  les  deux.  I'"n  ell'cL,  si  /'divise  '/,  il  est  clair 
qu'il  divine  aussi  V,  el,  si  /est  multiple  de  a,  il  sera  aussi  mulliple  de  a'.  |()ii 
suppose  a'=:{a,  b),  b' =  \a,  />!.] 

3"  Les  couples  réduits  A,  /'  cpi!  renferment  le  nombre  b  et  ipii  sont  tels  nue 
c/, /n'est  pas  un  couple  n'duil.  Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  pour 
le  second  cas  s'ajq)lic|ue  encore  ici. 

i°  Les  cou|)les  réduits  ,i.  /qui  sont  tels  que  />,  /est  en  même  temps  un  eou|)le 
réduil.  Dans  ce  cas,  on  leconnaîl  facilemeni  que  les  couples  a' ,  f  el  />',/sont 
aussi  réduits  lous  les  deux.  Il  suffit  d'examiner  successivement  les  trois  li\po- 
ihèses  j)ossibles  : /divise  >/  et  /^  /  esl  nuilliple  de  <i  el  de  b;  /divise  l'un  des 
nombre-  n.  b  cl  l'-l  Miuliiplc  de  l'auli'e. 
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Nous  avons  ainsi  énumércdéjà  dans  le  système  (A,)  au  moins  aulanl  de  couiilcs 
réduits  que  dans  (A).  Mais  le  syslème  (A,)  renferme  encore  le  couple  réduit 
(/,  //.  par  consécpienl  le  nomhre  des  couples  réduits  du  système  (A,)  surpasse 
au  moins  d'une  unité  le  nombre  des  couples  réduits  de  (A). 

Par  un  nombre  fini  d'opération-,  on  arrivera  donc  nécessairement  à  un  t;roupe 
de  n  nonibres  dont  tous  les  couples  sont  des  couples  réduits,  et  cpii  est  ainsi  le 
système  réduit.  Il  reste  à  faire  yoir  que  ce  système  réduit  est  unique. 

10.  On  constate  d'abord  (ju'en  remplaçant  a  et  h  par  ii'  et  //,  on  ne  clifini;e  ni 
le  p.  f;.  c.  d.,  ni  le  j).  p.  c.  ni.  des  nombres  du  système. 

Envisageons  maintenant  les  divers  produits  k  à  /.'  des  nombres  (A),  pour  voir 
quelles  modifications  résultent,  pour  ces  produits,  par  le  remplacement  de  a  et  h 
par  <t'  et  h' . 

Les  divers  produits  /,  à  k  se  composent  : 

1"  Des  produits  C[ui  ne  renferment  ni  c/,  ni  b\ 

■>."  Des  produits  qui  renferment  •«  et  b; 

.5"  Des  produits  qui  renferment  un  seul  des  nombres  (t  et  b. 

Il  est  clair  (|ue  ce  sont  les  derniers  produits  seulement  qui  sont  affectés  par 
le  remplacement  de  a  et  b  par  c/'  et  b' .  Ces  produits  sont,  d'ailleurs,  en  nombre 
pair  et  peuvent  être  écrits  ainsi 

<i\\     aV,     «!•",     a\'"\      ..., 
I,\\      bV,     hV,      bV,      ..., 

V.   I'',  I'",   ...  étant  les  divers  produits  k  —  i  à  A  —  i  des  nombres  c,  ...,  /. 

JMi  remplaçant  maintenant  a  et  b  par  a'  et  //,  cela  revient  évidemment  à  rem- 
jjlacer  chac|ue  couple 

(aV,bV).     (aP',bP'),     (aP'.bV),      ... 

par  sou  p.  g.  c.  d.  et  son  p.  p.  c.  m.  Celte  opération,  nous  l'avons  dt-jà  remar- 
ipié,  n'influe  ni  sur  le  p.  g.  c.  d.,  ni  sur  le  p.  p.  c.  m.  des  di\ers  ])roduils  /,  à  /. . 
Par  conséquent,  le  p.  g.  c.  d.  D^  et  le  p.  p.  e.  m.  M/,  des  disers  produits  A- 
à  /■  des  nombres  (A)  ne  cliangent  pas  en  passant  aux  nombres  (A,  ).  l)/i  et  M*  sont 
aussi  le  p.  g.  c.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  des  produits  A'  à  A  du  système  réduit 


c'csl-à-dire 


e« 

= 

ei 

== 

sru  LA  Tiii'or.ir,  iii:s  no.miîisks. 
De  là  on  conclnl  les  relations  siiiviinles 

Do  Di. 

D|  Da— I 

,,                          Mo                                              M/, 
r„=M,,        ''«-i=irr'         ■•■:        <'«-/.+£=  ivi ' 

(|ui  niellenl  en  ('videnee  ce  fail  (|uo  le  syslème  rétliiil  est,  uni([iie  et  donnent 
l'expression  des  nombres  réduits  en  ('onction  de  t/^  />,  c,  .  . .,  /.  Les  relaliinis 

e,  =  D,  =  I\I„  :  M,,-,,       f'„-=  M,  =  1)„  :  I»„_i 

reproduisenl  le  théorème  lll.  l'iiisqne  C/^  diviser/,^,,  on  voit  (pic  D^^  drvise 
ï)/l_^.^Y)/,_,,  M^  est  mullijjle  de  ]\I/,_i_i  M/(_i  ;  on  [)Ourrail  le  démontrer  direeleincnt 
en  s'appuyant  sur  le  lemme  du  n°  6.  On  voit  que  D^  ne  peut  être  ét^al  à  l)/;_i,  à 
moins  qu'on  n'ait  D,  ^-  D^  =^. .  .=  Da=  i  • 

11.    Lemsie.   —   a'  et   U  vlitnl   le  p.  g\  c.  <l.   et  tr  p.  p.   r.   ni.  de  a  et  h,    le 
p.  i'.  f.  d.  et  le  p.  p.  e.  ni.  de 

(  m.  Il  )     cl     (  m,  II) 
sont  respeetivemeiit 

(m,  ri')     et     [m,  h'). 

De  même,   le  p.  i'.  e.  d.  et  le  p.  p.  c.  ni.  de 

I  m,  a  I     et     |  m,  l>  | 
su  ni  respeetivement 

I  m,  a'  \     et     |  m,  1/  |. 

l'our  démontrer  la  première  partie,  on  remarque  d'abord  que  le  p.  '^.  c.  d.  de 

(m,  II)  et  (m,  b)  est  évidemment  (m,  ii,  h)  =  {in,  a').  Cela  étant,  |joui-  démontrer 
que  (m.,  //)  est  le  p.  |).  c.  m.  de  (ni,  il)  et  (//?,  h),  il  siil'lira  de  faire  voir  que 

(m,  (I  )  X  (  in,t)  =  (m,  a' )  X  {/II,  !>'  ). 

JNlais  cela  est  évident;  car,  d'après  le  lemme  du  n"6,  on  a 

{m, a)  x{in,l))  —{m-,  nui,  ml),  ah)     —  {m-,  imi  ,  id>  ), 
(m,  ri')  X  {i)i,  l>  )  =  {m-,  mil' ,  ml/,  a'  1/  )  —  i  ni-,  mn' .  n' li'  ). 

l'our  la  seconde  partie,  on   remar(jue  d'abord  tpie  le  |).  p.  (.  m.  de   \ni,ii\  et 
\in,  h  I  est  évidemiuerit  |  «/,  a,  b\=^\  ///,  //  |  ;  (^t  ensuite  il  est  clair  (pie 

I  m,  a  I  X  I  m,  h\  =  \  m,  17/  |  x  |  m.  h'  \. 
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Ou  conclut  de  ce  lemine  que  les  nombres  ri'-dulls  de 

(«;,«),     («i.Ai,     (in,c},      ...,     (m,  h 
sont 

(m.ei),     [rii,e-,).     (  w,  e.,),      ...,     (m,  <■„). 

De  même,  les  nombres  réduils  tle 

I  m,  a  I,     1  m,  ù  \,     \  m,  c\ (  m,  l  \ 

sont 

\m.e^\.     \m,c,\.     |  «;,  C3  | |/«,c„|, 

\'ÎL.  Nous  avons  considéré,  dans  le  n"  10,  les  divers  produits  /.  à  k  îles  nombres 
a.  A,  r,  . .  .,  /.  Si,  au  lieu  de  cela,  on  avait  considéré'  sim|ilement  les  divers  groupes 
/  à  / ,  non  ])Our  en  former  les  produits,  mais  pour  en  prendre  le  p.  g.  e.  d.  ou  le 
p.  p.  c.  m.,  on  serait  arrivé  aux  résultats  suivants  : 

r,  c.t  I>-  p.  .u.  r.  d.  ,1e  |«|,   |6|.   |c|,    ...,   |/|; 

l",^'!,   |«,e|,    ...,  lA-,/|; 
«•3  »  \a.h.c\,  \<t,b,  d\.    .  .  .\ 


nuis  aussi 


e„       est  le  ji.  |>.  c.  m.  lie  f  rt  ),   (  i  ),    ...,(/); 

c„-,  )j     ■  {a.  Il),  (a,c),    ....  (A-,/); 

«'«-2  »  (a.b,c),  {a,b,d).    ...; 

(jette  recherche  n'ofTrc  aucune  difficiillé'  en  s'appuyant  sur  le  Icmme  du  n"  11. 

13.  On  dit  que  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  (ou  bien  a  est  premier 
avec  b)  lorsque  leur  p.  g.  c.  d.  est  égal  à  l'unité;  leur  p.  p.  c.  m.  est  alors  égal  à 
leur  jiroduit. 

Leatme.  —  On  a 

(a,  bc\  =  (a,  c  X  (a,  b)}. 

En  efl'et,  il  est  clair  que 

(a,  bc)  =  {a,  bc,  ac). 
or 

(  br,  ac)  =  c  X  [  a,  b  ). 

Thi.orème  IV.  —  Lorsque  a  cl  h  sont  premiers  cn/re  eit.r,  (ont  conimiii}  divi- 
seur de  /t  et  bc  est  aussi  eninnuin  diviseur  de  a  et  c. 

Tl  suffit  évidemment  de  montrer  que 

(«,  bc)  =  (a,  c), 


si:n  i.\  Tiii:or,iK  r»i;s  nombres.  c) 

mais  cela  est  ('vidcnl  d'après  le  leiiime  {iiécédenl,  |Hiisque  {a,  h)  =  i  par  liypo- 
llièse. 

Oii  déduit  de  ce  llu'orème  les  conséijucnccs  suivantes  :  i"  Si  f  est  aussi  preniier 
avec  «,  bc  est  premier  avec  a.  Il  est  facile  de  généraliser  ce  résultat  ainsi.  Les 

nombres 

a ,     (i\     a" .      .  .  . , 

h,     b\      h" 

étant  tels  (|ue  chaque  nombre  a,  a' ,  ...  est  premier  avec  tous  les  nombres  h,  //,  ..., 
le  produit  <ia' a" . .  .  est  premier  avec  bU  W . . .,  a'"  est  premier  avec  //".  2"  Lors(pie 
bc  est  divisible  par  (t  («  et  b  étant  premiers  entre  eux),  c  est  divisible  |)ar  >/. 

14.   On  dit  que  plusieurs  nombres  a,  b,  c /  sont  premiers  entre  eux  lorsque 

deux  quelconques  d'entre  eux  le  sont.  On  peut  remplacer  cette  définition  par  la 
suivante  qui  lui  est  équivalente.  Plusieurs  nombres  a,  b,  r,  ...,  /  sont  premiers 
entre  eus  lorsque  11  est  premier  avec  br. . .  /,  b  avec  0/ . . .  I enfin  /,  avec  /. 

Le  p.  p.  c.  m.  lies  nombres  a,  h,  r,  . .  .,  /,  qui  sont  |)remicrs  entre  eux,  est  égal 
à  leur  produit,  et  cette  propriété  est  caracti'ristique.  Va\  efi'et,  avant 

\a,l/,r,  ...,  /\  =  abc.l, 

il  est  impossible  (|ue  deux  de  ces  nombres  aient  un  diviseur  commun  >  i.  Car,  si 
o  di\  isc  a  et  b. 


est  un  commun  multiple  de  <i,  b^  c,  ....  /. 

Un  nombre  admettant  les  diviseurs  n,  Z>,  r,  . . .,  /  premiers  entre  eux.  est  divi- 
sible par  leur  produit  abc.  .  ./. 

On  peut  dire  encore  :  les  nombres  a,  b,  c,  . .  .,  /  sont  premiers  entre  eux  lors(pie 
le  (/>  — 1)1111^  nombre  réduit  c,,    1  =  1.  En  efi'et,  e„_,  est  le  p.  p.  c.  m.  des  luuiibres 

(a,ù),     (ci,c),     (b,c),      ....     {k,l). 

On  a  alors  aussi 

e,  =  e,  =  . . .  =  c,j_2  =  (>„_i  =  I , 
e„=abc...l. 

Pour   que  plusieurs    nombres  a,   b.  c /  soient  premiers  entre  eux,    il   ne 

suffit  [)as  fpu'  leur  p.  g.  c.  d.  soit  égal  à  l'unilé,  il  faut  cpie  le  p.  g.  c.  d.  |J„    ,  des 
produits 


.1,     ar...l.      ...,     ah, 


soit  égal  à  l'unité.  [\  oir  le  théorème  III  et  la  [\\\  du  u"  10.) 

S. 
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Lemme.  —  Le  p.  g.  c.  d.  des  nombres  m,  a,  b  élanl  l'unilé,  on  a 

(m,  ab)  =  (m,  a)  x  {m,  b). 

En  efTet,  d'après  le  lemme  du  n°  6, 

(m,  a)  X  (m,  b)  =  {m-,  ma,  mb,  ab  ). 
Or 

(/;;-,  /?!«,  mb)  =  m  x  (/«,  a,  b)  =  m 

d'après  l'Iix  pollièse. 

Plus  parliculièrement,  on  aura 

( m,  ab)  =  {m,  a)  X  (in,b) 

lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux.  Ce  résultat  peut  se  généraliser  immédia- 
tement ainsi. 

Théorème  V.  —  Les  nombres  a,  b,  c,  . . .,  /  étant  premiers  entre  eus,  on  <i 
(m,  abc. ,  .t)  =  {m,  a  )  X  (m.  b)  X  (m,  c)  X.  ■  .X  (m,  /), 

Itemarqite.  —  Ce  résultat  est  compris  aussi  comme  cas   particulier  dans   les 
propositions  obtenues  dans  le  n'^  11.  En  ellel,  le  /?"""'  nombre  réduit  de 

(m.  a),     (ni,b),     (m,c),      ...,     (m,/), 

c'est-à-dire  leur  p.  p.  c.  m.  est  égal  à 

(m,  e„)  —  (ni,  \  a,  b,  c,  . . , ,  l  \). 

En  supposant  «,  b,  c^  . . .,  /  premiers  entre  eux,  on  retrouve  le  théorème  ci-dessus. 
On  peut  en  tirer  la  conséquence  que  voici.  Les  nombres  a,  b,  r,  . . .,  /  étant  pre- 
miers entre  eux,  un  diviseur  o  de  leur  produit  |)cut  être  toujours  mis  d'une  seule 

façon  sous  la  forme 

0  =  a' b' c' . . .  /', 

où  a'  divise  a,  b'  divise  b,  ...,/'  divise  /.  En  effet,  si  celte  décomposition  en  fac- 
teurs est  possible,  a'  doit  diviser  a  cl  o,  et  par  conséquent  (r/,  o). 
Mais,  d'après  le  théorème  V,  on  a 

2  =  (  a,  3)  X  (6,  o)  X. .  .X  (/,  o)  : 

d'où  il  est  clair  que  la  décomposition  est  possible,  et  d'une  seule  manière. 

D'autre  part,  on  obtient  toujours  un  diviseur  de  abc.../,  en  multipliani  un 
diviseur  (pielconque  a'  de  a  par  un  diviseur  b'  de  b,  etc. 
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On  peut  donc  conclure  : 

Théorème  VI.  —  Les  nombres  a,  b,  c,  .. .,  l  étant  premiers  entre  eux,  on 
obtient  tous  les  dii'iseiirs  de  leur  produit  abc. .  .1,  et  chaque  diviseur  une  seule 
/(lis,  en  multipliant  chiujue  diviseur  de  a  par  chaque  diviseur  de  b,  . . .,  par 
chaque  diviseur  de  l. 

Corollaire.  —  En  dcsigniuU  par  /'(/»)  le  nombre  des  diviseurs  de  ni  (ou  la 
somme  de  ces  diviseurs,  ou  la  somme  de  leurs  /,"""^*  |iuissancos),  on  a 

f(ahc...l)=f(a)xf(b)^^f{c)x...xf(J) 

lorscpie  rt,  b,  c,  . . .,  l  sont  premiers  entre  eux. 

15.  Tout  nombre  a  (excepté  l'unilé)  a  au  moins  les  deux  diviseurs  «  et  i .  Tout 
nombre  qui  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  s'appelle  nombre  premier.  Nous  ne 
compterons  pas  l'iiuilé  parmi  les  nombres  premiers  :  les  plus  petits  nombres  [)rc- 
miers  sont 

■1,     3,     5.     7,     II,     i3,     17.     19.     23,     29,     .... 

Tout  nombre  qui  n'est  pas  premier  est  dit  composé.  Un  nombre  composé  a  est 
toujiuirs  éf;al  à  un  produit  bc  dont  les  facteurs  sont  >  i  tous  les  deux. 

Soient/?  un  nombre  premier,  (/  un  nombre  quelconque;  si/?  ne  divise  pas  a, 
a  el p  seront  premiers  entre  eux. 

Lorsqu'un  nombre  premier  /)  illvise  le  produit  <7/^c.  .  ./,/>  doit  diviser  au  moins 
un  des  facteurs  a,  b,  c,  . . .,  l;  car,  dans  le  cas  contraire,  p  serait  premier  avec  a, 
avec  b,  ....  avec  /,  par  conséquent  premier  avec  abc. .  .  /  et  ne  pourrait  diviser 
ce  produit. 

Théorème  ^  II.  —  l^iul  nondire  composé  admet  un  diviseur  j>rcmier. 

En  effet,  il  est  clair  que  le  plus  petit  diviseur,  surpassant  l'unité,  il'un  nomijrc 
compost',  est  nécessairement  un  nombre  premier. 

Théorème  ^  III.  —  Tout  nombre  composé  est  égala  un  produit  de  facteurs 
premiers  ou,  comme  on  dit,  il  est  dccomposable  en  fadeurs  premic/'s.  Celte 
tlccompositinii  uc  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 

En  effcl,  mettons  le  nombre  composé  a  sous  la  forme  d'un  produit 

bc.../ 

de  facteurs  ^  i,  de  toutes  les  manières  possibles.  Le  nombre  de  ces  facteurs  sera 
toujours  inférieur  à  n,  en  supposant  2"^rt.  Parmi  ces  produits  égaux  à  a,  il  y 
en  aura  donc  un,  au  moins,  dans  lequel  le  nombre  des  (acteurs  est  le  [)lus  grand. 
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Soit 

un  Ici  prodiiil,  il  csl  clair  que  tous  les  fadeurs  sont  des  nombres  premiers;  car, 
SI  par  exemple  />,  était  composé,  on  pourrait  olitenir  un  produit  é^al  à  a  et 
renfermant  k  +  i  facteurs. 

Remarque.  —  Il  est  clair  qu'on  obtient  toujours  par  un  nombre  fini  d'essais 
les  divers  produits  égaux  à  a  que  nous  considérons.  Il  suffit  d'écrire  les  nombres 

2.       3,        4>        ■  •  •  '        "> 

de  prendre  leurs  divers  |)roduits  un  à  un,  deux  à  deux,  ...,  ii  —  là/;  —  i  (avec 
répétitions)  et  de  ne  conserver  que  ceux  de  ces  produits  qui  sont  égaux  à  a. 

La  première  partie  du  théorème  se  trouve  ainsi  démontrée;  quant  à  la  seconde 
partie,  supposons  deux  décompositions  en  facteurs  premiers 

<'  =PiPiPi---=  cjx'liqi.... 

Il  est  clair  que  (j ^  doit  diviser  le  produit  j>,/>i/>3.  .  . ,  et,  par  conséquent,  un  des 
nombres  />,,  p-^,  p^,  ...  :   donc  q^  est  égal  à  un  de  ces  nombres,  par  conséquent 

On  en  conclut 

PiPi---=  qiqz  ■■; 


Le  théorème  étant  ainsi  complètement  démontré,  on  voit  qu'on  peut  mettre  un 
nombre  quelconque,  et  cela  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 

/),  (/,  /■,  ...  étant  des  nombres  premiers  distincts,  a,  [ï,  y,  ...  des  nombres  quel- 
conques. 

On  peut  déduire  ce  théorème  aussi  du  théorème  VIL 

IG.  Pour  (juc  deux  nombres  soient  divisibles  l'un  par  l'autre,  il  faut  et  il  suffit 
(lu'en  ayant  décomposé  les  deux  nombres  en  facteurs  premiers  le  diviseur  n'ait 
pas  d'autres  facteurs  premiers  que  le  dividende,  et  que  ces  facteurs  ne  figurent 
pas  dans  le  diviseur  avec  de  plus  grands  exposants  que  dans  le  dividende.  Gela 
est  évident  d'après  ce  qui  précède. 

A  l'aide  de  ce  résultat,  on  peut  recoiinaitre  immédiatement  la  vérité  de  tous  les 
théorèmes  que  nous  avons  obtenus  sur  le  p.  p.  c.  m.,  le  p.  g.  c.  d.,  etc.,  en  sup- 
posant tous  les  nombres  décomposés  en  facteurs  premiers.  INous  n'insistei'ons 
pas  sur  ce  sujet,   cependant  on   doit  remarquer  que  ce  n'est  là,   à   proprement 


SLR    I,\    TIlKOniK    DF.S    NO.MP.r.KS.  1    » 

IJiU'Irr,  (|irmie  cs|h"hc  île  \éiilicaUon  ;  cela  devienl  sensible  siirtoul  l(iis<|ii  il  s  a^il 
lie  pi()|)Osilions  plus  ci)in|ilii|iiées,  comme  celles  du  n"  I  I  sur  les  iiiimlues  réduils. 
Mais  nous  d<'voiis  e\|)ll(|uer  encore  conimeiil  on  olilieiil  imnn'-diiileiiieiil  les  uom- 
l)ics  léduits  de  <i,  //,  i\  ....  /,  lorsf[irou  a  décomjiosé  ces  uoiiilires  eu  (aeleur^ 
premiers. 

Supposons  donc 

a  =/'Ï7^?'- •■/'/■'• 

•■=pVpV----/>?^ 


i  =  p'^p'^..-p',}. 


l'our  plus  de  SMiK'lne,  nous  avons  introduit  partoul  les  ui»'iiies  iKunhns  preiiiie 
/>i,/K,  ...,/»A,  ce  (pii  peut  se  faire  en  adineltani  jjour  les  expusaiils  aussi  la  \; 
leur  n. 

(jonsidérons  les  exposants  de/), 

a„      P„     V-      ••■.      ^/- 
Supposons  ([n'en  les  écrivant  par  ordre  de  grandeur  croissante  on  ail 

0,1  bi'l  Ci%. .  .1  /,-. 


Alors  on  aura 


'">  = />','P'>  ■■■/''/!  ' 


(l'est  ee  qu'on  vérilie  direetemeni  en  remarquant,  par  exemple,  que 

f,o...<Y=  l'A 

est  liieii,  avec  ces  valeurs  de  c, ,  e^, c,,,  le  |).  g.  c.  d.  des  produils  /,  à  /. des  ikuh- 

hres  a,  /j,  c,  ...,  /.  On  vérilie  encore  sans  peine  les  expressions  des  /■/,  ipie   imn- 
avons  obtenues  dans  le  n"  1^. 
Les  diviseurs  de  p^  sont 

',    /',    /'-,     •■   -     /'"•<• 

leur  nombre  est  c.  +  1  ,  leur  somme 
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Un  noml)rc  quelconque 

admet  donc 

(a-Hl)X  (fi-hl)X(7-hl) 

iliviseiirs,  et  leur  somme  est 


17.  Décomposer  un  nombre  donné  en  facteurs  premiers,  c'est  un  prolilcmc 
dont  la  solution  exige  un  grand  nombre  de  tâtonnements.  On  a  imaginé  de  nom- 
breux artifices  pour  abréger  le  travail;  mais,  quoi  qu'on  fasse,  cette  décomposi- 
liou  est,  en  réalité,  impraticable  pour  un  nombre  un  peu  grand.  Aussi  serait-il, 
par  exemple,  à  peu  près  impossible  d'obtenir  de  celte  façon  le  p.  g.  c.  d.  de  deux 
nombres  de  douze  à  quinze  chiffres;  l'algorithme  d'Euclide  conduit  sans  trop  de 
]5eine  au  but. 

On  voit  par  là  que  ce  n'est  pas  seulement  en  se  plaçant  au  point  de  vue  théo- 
rique qu'on  peut  exiger  de  ne  pas  faire  intervenir  la  décomposition  en  nombres 
premiers  dans  des  questions  où  ces  nombres  premiers  uc  ligurcnt  pas  expressé- 
mcnl. 

Il  y  a  une  infinité  de  noml)res  premiers.  En  effet,  p  étant  un  noml^re  premier, 
on  peut  toujours  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  (pie  p.  Soit,  pour  le 
monircr, 

P  =  2x3x...xyj 

le  produit  de  tous  les  nombres  premiers  qui   ne  surpassent  pas  p.  Mettons  le 
nombre  l'  d'une  façon  quelconque  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs 


alors  il  est  clair  (jue  le  nombre  N  ;=  A  -(-  15  n'est  divisible  ni  par  ■^,  ni  )5ar  S.  .... 
ni  par/».  En  décomposant  donc  N  en  i'acleurs  premiers,  on  trouvera  nécessaire- 
ment des  nombres  premiers  qui  surpassent y>. 

Ivcmarquons  avec  ^E  Cavley  que,  si  l'nn  j)rend  A  =  P,  B^i,  les  nombres 
N  +  i,  N -+-  2,  ....  N -T- />  —  1  sont  tous  composés;  d'où  l'on  voit  que  la  diffé.- 
rence  de  deu\  nombres  premiers  consécutifs  peut  surpasser  un  nombre  donné. 

18.  ^  oici  une  [)roposition  dont  on  a  besoin  quelcpiefois.  Il  est  toujours  pos- 
sible de  mettre  le  p.  [).  c.  m.  des  nombres  a,  l>,  c,  ....  /sous  la  forme  d'un  pro- 
duit 

r/7/c'.../', 
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dont  les  facteurs  sont  premiers  entre  eux  et  divisent  respectivement  r/,  h,  c,  .... 
/.  Adoptons  les  notations  du  n"  H),  le  p.  p.  c.  m.  est 

Ecrivons  les  nombres  a,  b,  c,  . .  .,  l  l'un  ;iu-d<'SSOus  de  l'autre.  Écrivons  ensuite 
le  facteur/>^'  à  côté  d'un  des  nombres  r/,  b,  c,  .  . .,  l  qu'il  divise  (un  au  moins  de 
ces  nombres  est  divisible  par  /j'').  Faisons  de  même  pour  /;',-..  ./j'^J.  Alors  on 
|)reutlra  pour  a.'  le  produit  des  nombres  qu'on  aura  écrits  à  côté  de  a  (f/=i 
lorsque  aucun  nomiire  ne  se  trouverait  à  côté  de  a),  de  même  pour  b',  c',  .  . .,  /'. 

Il  esl  clair  qu'où  obtiendra  toujours  au  moins  une  solulion  ;  elle  est  uni(pie  dans 
le  cas  où,  parmi  les  nombres  </,  b,  . .  .,  /,  il  n'y  en  a  (pi'un  seul  divisible,  soit  par 
//,',  soit  par  p'.^,  etc.  Dans  le  cas  contraire,  le  problème  admet  toujours  plusieurs 
solutions. 

IS).  On  peut  toujours  obtenir  une  solution,  sans  décomposer  les  nombres  <i. 
/>,  r,  . . .,  /  en  facteurs  premiers  et  uni(piement  à  l'aide  de  l'algorillime  d'Euciide. 

Mais,  pour  abréger,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  nombres  a  et  b,  d'où 
il  est  facile,  du  reste,  de  remonter  au  cas  général.  Soit  (a,  b)  ^=  d,  ei  calculons 


(^••^-     (S..') 


/    =// 


tf'  et  //  seront  premiers  entre  eux,  puisque  -^  et  -  le  sont;   r/  sera  donc  divisible 

par  leur  produit,  soit 

d=  a'b'd' 
et  puis 


(^■"^-  (!• 

d'\  =  h", 

d'=a"b"d", 

(^' "■)-'"•      (^ 

"■)-"• 

d"=  a"'b"'d:", 

Lu  continuant  ainsi,  on  linira  toujours  par  arriver  à  un  coup 

«''■+11=1,         //■t+i'^i. 
car 

(/  =  (/' b' d'  =  d' d" b' b" d"  =  Il  a  a" b' b" b"' d!"  = . 
(  )n  aura  alors 

d  =  («'«".  .    rt(A->)  X  (b'b" .  ..b"'^)  X  rff*' 
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ri,   |)oiir  le  p.  p.  c.  m., 

_  "'' 
m  -  —, 

/»  =  ('^  X  n'a".  .  .n'A  X  (^  X  ////'.  .  .h-A  X  d'i'\ 

1,1's  iioinhics  -.  cl  -~.  hdiU  pi'ciiilers  entre  eux,  el,  '/,  c/',  ..  .,  c/'*'  étant  des  dl\  isciirs 
de  -^,  //,  />",  . . .,  //*'  des  di\iseurs  de  -i,  il  est  clair  (jne  les  deux  facteurs 

-7  X  rt'o". .  .«'/■'    et     -,  X />' ù' ..  ./>"•> 

a  ri 

sont  premiers  entre  eux.  lùisuite  f/'^'  est  premier  avec  chacun  de  ces  facteurs, 
car 

Mri  prenant  donc 

A  =  -î  X  «'a". .  .«"■', 

.     B  =  -,  X  />'b\..0"'ixr/<'-', 
a 

.111  iiura  i/i  =  AL),  A  el  B  seront  premiers  entre  eux,  puis  A  divise  a  v[  !>  divise  //. 
Plus  f;i'néralemenl,  si  l'on  a  (/'*  =z  /ii/,/>  cl  1/  étant  |ii-emiers  entre  eux,  011  pourra 
prendre 

A  =  —  X  a  a  .  .  .«"''  X  p, 
a 

B  =  -,  X  b'b\..lA'-  xy. 
a 

Si  \'(tn  suppose  a  el  b  décomposés  en  facteurs  premiers,  on  verra  facilement  que 

—,  X  a' a" .  .  .«''■' 
a 

e>l  le  produit  des  puissances  de  nombres  premiers  cpii  ligurent  dans  la  tléconiposi- 
tion  de  II  avec  des  e\])osanls  |)lus  grands  que  dans  la  décomposition  de  b,  tandis 
(|U('c/'*'  esl  le  produit  des  puissances  de  nom  lires  premiers  qui  ligurent  avec  le  même 
exposant  dans  les  d(''compositions  de  (/  el  de  /'.  Lorsqu'on  a  (^/ *  >  1,  on  obtient 
lONJours  deux  solutions  au  moins,  en  prenant  soit  y>  =  1 ,  y  ^  (/'*',  soit  [>  =  r/'^', 
y  =  1.  Mais,  dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  le  problème  admet  encore  d'autres 
solutions,  el  cela  a  lieu  lorstpie  r/'"  est  divisible  par  plus  d'un  nombii-  premier. 
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Mais,  pour  obtenir  ces  solutions,  il  faut  absolument  recourir  à  la  décomposition 
(le  c?f*'  en  facteurs  premiers  :  l'algoritlime  d'Euclide  seul  ne  peut  pas  les  faire 
connaître. 

!20.  l'.n  jiianl  malnlcnanl  un  coup  il'n'il  sur  le  clicmiti  que  nous  avons  par- 
couru, on  recounaîlia  ipic  la  lli(H)iio  de  la  dis  isibililé  des  nombres  repose  sur  ce 
fait,  (piTlanl  donnes  deux  nondjres  a  et  A,  on  peut  toujours  déterminer  un  nom- 
bri!  ///,  tel  cpu; 

a  =  inh  -\-  c, 
où 

olc  <  6. 

.SI  l'on  considère  les  nond)res  complexes  <i  +  ùi(/  =\^^ —  1),  on  ])eul  établir  une 
relation  analogue,  et  de  là  découle,  pour  ces  nombres,  une  théorie  de  la  divisi- 
bilité parfaitement  analogue  à  celle  des  nombres  ordinaires.  Nous  aurons  à  revenir 
pins  t:n'd  sur  cette  (piestlon  et  d'autres  de  la  même  nature. 

l.,es  [Moposilions  les  plus  essentielles  sur  la  divisibilité  des  nombres  se  trouvent 
déjà  dans  les  Eléments  d' Euelide ;  notamment  on  y  trouve  :  l'algorithme  pour  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  la  proposition  qu'un  produit  ne  p<'ul 
être  divisible  par  un  nombre  premier,  à  moins  qu'un  des  facteurs  ne  le  soit,  la 
proposition  cpi'il  y  a  u\\  nombre  infini  de  nombres  premiers. 
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CHAPITRE  II. 

DES    CONGaUEA'CES. 


1.  Si  la  clifférence  des  deux  nombres  a  et  b  esl  divisible  par  un  nombre  M,  re 
el  h  sont  dils  congrus  par  rapport  à  M;  le  diviseur  M  esl  appelé  le  module:  a  et 
0  sont  résidus  l'un  de  l'autre  suivant  le  module  M.  Pour  exprimer  cette  relation, 
on  l'erit,  d'après  la  notation  de  Gauss, 

a.  ^^  h        (modiM); 

retlc  formule  esl  une  rongruencc.  Il  j  a  avantage,  dans  cette  théorie,  à  admettre, 
pour  a  et  h,  non  seulement  les  valeurs  entières  positives,  mais  aussi  les  valeurs 
entières  négatives. 

Si  /•  est  le  reste  de  la  division  de  a  par  JM,  on  a 

a^sk  r        (  mocl  M  ); 

le  reste  /■  esl  ordinairement  un  des  nombres 

o,     1,    2,     .. .,     M  —I, 

-,               ,               •                     -"M              M     ,,    .   .,       . 
mais  on  pourrail  le  prendre  aussi  entre  —  —  el  H ;  d  ou  il  suit  que  tout  nombre 

a  un  résidu  qui  ne  surpasse  pas  en  valeur  absolue  la  moitié  du  module.  C'est  là 
le  résidu  minimum. 

"1.   Nous  allons  indiquer  ici  les  propriétés  les  plus  élémentaires  des  congruences. 
il  sera  à  peine  nécessaire  d'insister  sur  les  démonstrations.  Si  l'on  n'indique  pas 
le  module,  il  sera  sous-enlendu  que  ce  module  est  toujours  JM. 
Si  l'on  a 

(t^^b,         a'=,l>',         a"^b",         ..., 
on  aura  ainsi 

«  +  «' -t-  n" -h . . .  îs  6  +  6'  -h  6"  -+- . .  . , 
ma  ^H  nil>. 
De  même,  on  aura 

aa' ^  ba' ^  bb' 
el  |)lus  généralement 

aa'a" .  .  .^  bb' b" .  .  .. 

a'"^  b'". 
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Ainsi 

('■laiil  un  |)(ilynômc  i"i  cocflicienls  entiers,  on  aura 

fia,  a',  a",  . ..)  =J\b,  b' ,  b" ,  . ..). 

'•^.    Supposons  qu'on  ail 

ma  5^  mb         (  modM  ), 

ce  qui  sii;riilic  que  inia  —  h)  est  divisible  par  M;  soit 

m  ,  ,  ,...,,  M  /»        I\I  , 

-j(ii  —  0  )  sera  divisible  par-r-  et,  |)uisque -.  et -r  sont  premiers  entre  eux,  r/  —  b 

sera  divisilile  |)ar       :  <lonc 

a^b  (mod^). 

On  peut  donc  diviser  les  deux  membres  d'une  congruence  par  un  nombre  m,  à 
condition  de  diviser  en  même  temps  le  module  par  le  p.  g.  c.  d.  de  m  et  M.  On 
aura  à  appliquer  cette  proposition  le  plus  souvent  dans  les  cas  particuliers  sui- 
vants :  i"  m  est  premier  avec  M,  alors  c/  =  i  ;  2"  »?  divise  M,  alors  d  =  m. 
Supposons  encore  qu'on  ail 

aa' ^  bb'         (inodiM), 
a  ^h  {  1110(1  M). 

En  nuillipliiml  la  seconde  congruence  par  </',   il  vient,  en  laisant  attention  à  la 
première, 

ba'=bb'         (iiiodM), 
donc 


a' ^  b' 


(i„od^^ 


où   d  ^  {ù,M)  :^  {(I,  M),   car  il    est   clair   (|uc    des   nombres   congrus   ont   même 
p.  g.  c.  d.  avec  le  module. 

Si  deux  nomljres  sont  congrus  suivant  le  module  M,  ils  seront  congrus  encore 
en  prenant  pour  module  un  diviseur  de  M.  Si  deux  nombres  sont  congrus  suivant 
plusieurs  modules  A,  B,  C,  . . .,  L,  ils  seront  congrus  encore  en  prenant  pour  mo- 
dule le  p.  p.  c.  m.  de  ces  nombres 

M--=  I  A,  B,  C,  ...,L|. 
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Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où  les  modules  A,  B,  C,  . . .,  L  sont 
premiers  entre  eux,  alors  M  =  ABC. .  .L. 

i.  On  peut  dislril)ucr  l'ensemble  des  nombres  entiers  en  M  classes,  en  consi- 
dérant deux  nombres  comme  appailenaiil  à  la  même  classe  ou  non,  selon  (|u  ils 
sont  congrus  ou  non  suivant  le  module  M.  En  prenant  dans  clia(:[ue  classe  un 
nondu'e,  on  obtient  un  groupe  de  M  nombres,  qu'on  ap|)clle  un  système  complet 
de  résidus.  Un  tel  système  jouit  évidemment  de  la  propriélé  qu'un  noml)re  quel- 
concjue  est  congru  à  un  et  à  un  seul  de  ses  nombres.  Un  nombre  quelconque  a 
pris  dans  une  classe  peut  être  considéré  comme  rcpr('sentant  la  classe  entière  qui 
se  compose  des  nombres  a  -t-  Mx,  x  =  o,  ±  i ,  zt  ■<,  ±  .j,  ....  On  désigne  ainsi 
souvent  la  classe  par  un  quelconque  des  nombres  qu'il  renferme,  et  Ton  peut  ainsi 
remplacer  un  nombre  par  un  nomljre  congru. 

Tous  les  nombres  d'une  classe  ont  le  même  p.  g.  c.  d.  avec  le  modidc  iM,  cl  ce 
p.  g.  c.  d.  peut  être  un  diviseur  quelconque  d  de  M. 

On  peut,  d'après  cela,  distribuer  les  classes  en  familles,  en  considérant  diverses 
classes  comme  appartenant  à  une  même  famille,  si  elles  ont  le  même  p.  g.  (;.  d. 
avec  le  module  M. 

Combien  de  classes  y  a-t-il  qui  sont  premières  avec  M?  Il  est  clair  qu'il  v  en  a 
autant  qu'on  trouve  parmi  les  noadjrcs 

(A)  I,     lî,     3,     ...,     M 

des  nombres  qui  sont  premiers  avec  M.  Nous  désignerons  ce  nondjre  par  '^(M), 
en  sorte  que 

(5(i)  =  i,         ç(2)  =  i,         çi3)  =  '2,         (i(.{)  =  a,         9(5)  =  4, 

Le  nombre  des  classes  fpii  ont  avec  ^I  le  p.  g.  e.  d.  d  est  évidemment  le  même 
(pic  eelui  des  nombres  du  groupe  (A)  rpii  ont  d  pour  p.  g.  c.  d.  avec  ^L  II  l'audra 
donc  les  cbereher  parmi  les  nombres 

,1,     id,     3(7,     .    .,     Ad ^d. 

■     ■  .  M 

Or,  jiour  (pie  (/,(/,  INl)  =  d,  il  faut  et  il  suflit  <pic /,'  soit  premier  avec  -r  •  Le  iKjin- 

bre  clierché  indi(pie  donc  combien,  parmi  les  iKJiubres 


I,     2,     3,     ...,     ^, 


.,  .  .  M       ,        ,    ,.  ,  /jMN 

il  v  en  a  qui  sont  premiers  avec  -j»  e  est-a-clire  ce  nombre  est  'jil~-j\- 
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Il  y  n  iiinsi  '■:>(-/)  classes  ([ui  onl  d  pour  p.  i;.  c.  d.  avec  M,  le  nombre  loul  do 
classes  élanl  M,  on  a 

(l  niucoiiruiil  tous  les  dixiscuis  de  ]M.  Il  esl  clair-  qu'on  peut  écrire  celle  relaliori 
plus  siniplenienl  ainsi 

y  çù/)  =  M. 

Il  est  laeile  de  d<'duire  de  là  la  valeur  de  'j(iM). 

o.    Su])posons  |)lus  i;(''U('Talcnient  que  deux  fondrons  nrrrrn'rrqrres  /'el  I'   solcril 
lir'es  |)ai'  la  relaliori 

(ri  F(M)  =  y,/u/), 

d  parcourant  tous  les  di\iseui's  de  M.   Nous  allons  exprimer  réci]iroqrri'meril   la 
fonction /au  moyen  de  F. 
Soit 

i\I  =  p'J- q't> rf . . .  tiX 

la  dt'composiilon  de  M  en  facteurs  premiers.  On  oLlient  Fensenible  des  diviseurs  d 
de  ^l  en  développant  le  |uoduit 

I\l|r-i---f-^-t-...+  -V)(i  +  i+...H--^)...(H---i-...-i--4)7 
V         /'        /'-  PVV         </  q^J        \         "  '/'■/ 

cl  noirs  poirxons  ('erire  il'une  manière  symbolique 

F(M)=/|lMfi-+---H...-(--î;,Vr+i+...+  -i-V..(i+i+...+  i-)|. 
•^  I      \       /'  p'-IK        q  q[^J       \        «  u'-n 


Oir  doit  développer  le  produit  du  second  membre  et  remplacer  ensuite  clra(p 
terrire  d  ^ar  J\d).  En  remplaçant  M  par  M:/>  (donc  a  par  a  —  i),  on  aura 


'^(7?,)=-^h'G-"'--"/^)('-"'"--""-'---"-^ '-*-••• 


y  ^"'~^  q[V 


En  retranchant,  il  vient,  si  Ion  fait  usage  dans  le  premier  nieiiiiiie  de   la  rrièrrr» 
notation  symbolique 

K|Mfr-i)!=/|Mf.+  i+...+  -Ljf,+  I+...+  ^- )...(■+!+...+  4)1. 
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M  ... 

En  romi)larant  ^I  par  —  cl  retranchant,  il  vient  ensuite 

En  continuant  ainsi,  on  olitipnt  finalement 


(2) 


''|>'('-?)^-r;)(-;)-(-:;)h/'»"' 

c'est  l'expression  chercliée;  on  peut  l'i'crire  plus  explicitement 

/„„  =  F,»„-2p(5!)-2p(,^)-2:r(,^,)-... 

On  rencontre  souvent  des  fonctions  numériques  qui  jouissent  de  la  propriété 

(3)  /(«//)=/(«)  X. Ai) 

lorsque  ii  et  b  sont  premiers  entre  eux  {voir  Cliap.  1,  n"  14).  Il  est  clair  qu'une 
telle  fonction  est  parfaitement  déterminée  lorsqu'on  connaît  sa  valeur  pour  les 
puissances  des  nomjjres  premiers,  mais  ces  \aleurs-la  peuvent  être  prises  arbi- 
trairement. 

On  voit  facilement  que,  si  la  fonction  /"qui  figure  dans  la  relation  (i)  jouil  dr 
celte  propriété  (3),  on  aura  aussi,  a  et  b  étant  premiers  entre  eux, 

(4)  F(rt/y)  =  F(a)  X  F(6), 

et  l'on  reconnaît  maintenant  par  les  formides  (a)  ou  (a')  que,  réciproquement,  si 
deux  fonctions/et  F  sont  liées  par  la  relation  (i),  et  si  la  fonction  F  salisfail  à 
la  relation  (4),  la  fonction  f  satisfera  à  la  relation  analogue  (3). 

Le  ihéorènie,  soiuenl  utile,  de  ce  numéro  est  dû  à  M.  Dedekind  (Jaiirixil  de 
C relie,  t.  54,  p.  ai).  On  l'établit  ordinairement  par  une  simple  vérilicalion.  En 
exprimant  au  second  membre  de  (2')  partout  la  fonction  F  par  la  fonction  /',  on 
constate  qu'il  ne  reste  que  le  terme  /"(M)  ;  tous  les  autres  termes  se  détiniisent. 

(î.    Eu  revenant  au  cas  jiarticulier  de  la  fonction  'f(M),  F(M)  =  JM,  on  trouve 

^^^'^  =  M'-^K-i)('-i)-(-i)' 

cp(M)  =/)'-'-> f/p-i. .  .(/>•-!(/)  —  i)(7  —  1 1. . .(  ;/  —  I  ). 
Ayant  '^{<ib)  =  '■p(")  '^iJ')  lorsque  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,  <in  pcul  remar- 
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qiipr  que,  a  élanl  impair,  on  a,  à  cause  de  «(a)^  i , 

'J(2fl.  )  =  (?(«)■ 

A  l'ext-eplion  de  s(l)  =  '^(2)  =;  1  ,  '■s(/')  est  toujours  pair. 

7.  Dans  la  lliéorie  des  nomlires,  on  se  propose,  sur  les  congruences,  des  |)ro- 
l)lèmos  analogues  à  ceux  c|u\)n  Iraile  en  Algèbre  sur  les  éfpialions. 

Ainsi  on  pose  la  question  de  trouver  les  nombres  x  ([iii  satisfont  à  une  eon- 
gruence,  telle  cpie 

/(.f)  =  o         (moilAIi, 

où  le  premier  membre  est  un  poljnônie  à  coefficients  entiers  en  .v . 

Si  l'on  satisfait  à  cette  congruence  en  faisant  x  ^  .ro,  .^0  est  une  racine  de  la 
congruencc.  Il  est  clair  que  tout  nombre  congru  à  .r,,  sui\ant  le  module  M  satis- 
fera alors  aussi  à  la  congruence,  mais  on  a  l'iiabitude  de  ne  pas  considérer  comme 
difl'érentes  ces  solutions.  Aussi,  si  Ion  dit  qu'une  congriienee  admet  /.  rarincs. 
cela  veut  dire  k  racines  incongrues,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  mèine,  Fen- 
semble  des  nombres  qui  satisfont  à  la  congruence  se  répartit  en  k  classes,  il 
est  clair,  d'après  cela,  qu'on  obtient  toutes  les  racines  d"une  congruence,  en  es- 
sayant successivement  tous  les  nombres  dun  système  complet  de  résidus,  par 
exemple  les  nombres 

O,         1  ,         2,         .  .  .  ,        M   —  I  , 

mais  ce  moyen  devient  impraticable  dès  que  M  est  un  peu  grand. 

Si  tous  les  coefficients  du  polynôme  f{x)  sont  divisibles  par  M,  la  congruence 
est  identicjae,  un  nombre  quelconque  y  satisfait.  La  congruence  est  impossible 
évidemment  lorsque  tous  les  coefficients  dey(.r)sont  divisililes  |)ar  M,  à  l'exception 
du  terme  indéj^endant  de.r. 

Il  est  clair,  du  reste,  qu'il  est  permis  de  remplacer  un  coefficient  quelconque  de 
J\x)  par  un  nombre  congru  sui\ant  le  module  M. 

8.  Considérons  la  congruence  du  premier  degré 

ax  +  b  =  o         (moclM). 

.Supposons  d'abord  ci  premier  avec  M.  Pour  voir  si  la  congruence  admet  des  ra- 
cines, mettons  pour  x  successivement  les  valeurs 


ou,  si  l'on  veut,  M  valeurs  quelconques  formant  un  système  complet  de  résidi 
Il  est  clair  que  les  valeurs  correspondantes  de  cix  -+-  b  sont  incongrues,  car  la  1 
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lalion 

ax  -h  b  ss  a  y  -+-  b 

exige  cjuon  ait  a  x  ss  ay  ou  encore  x  ^  J',  puisque  a  est  premier  avec  M. 

Les  valeurs  Ac  ax  -\-  b  forment  donc  également  un  système  complet  de  résidus, 
et,  parmi  ces  valeurs,  il  y  en  a  donc  une  qui  est  congrue  avec  o.  La  congruence 
proposée  admet  donc  une  racine. 

Supposons  maintenant  [a,  M)=  d.  Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  h  doit  être  di- 
visible par  d\  dans  le  cas  contraire,  la  congruence  est  impossible  évidemment. 
Admettant  donc  que  h  soit  divisible  par  c/,  la  condition  imposée  à  .r  revient  à 
celle-ci 

[,„„(-,]. 


a  b  ^ 


Puisque  -,  et  -7  sont  premiers  entre  eux,  nous  savons  qu'il  existe  une  seule  racine 
1       a        a  ' 

par  rapport  au  module  ^-  Soit  Xç,  cette  racine,  l'ensemble  des  valeurs  do  x  ipii  sa- 
tisfont à  la  question  est  comj)rise  dans  l'expression 

^0+  ^J,         y  =  o.     ±\.     d=2.     ±3,      .... 

Mais  il  est  clair  que,  sui\anl  le  module  M,  ces  nombres  se  réparlissent  en  d  classes, 
car  les  d  nombres 

Xn,     Xi,^ 7)      .r-o-Ha-y.      .roH-3-3,      ...,     .r„ -f- (  rf  —  i) — 

d  d  a  II 

sont  incongrus  suivant  le  module  jM,  mais  un  nombre  ipielconqiie   J"o+  -j}'  est 
congru,  suivant  le  module  ]\L  avec  un  de  ces  d  nombres. 
Théorème  L  —  La  congruence 

ax  -h  b  =  o         (  moilM  1 

est  possible  seulement  lorsque  b  est  divisible  par  d  ^  (a.  M).  Sicet/e  condition 
se  Iroui-e  satisfaite,  elle  admet  exactement  d  racines. 

On  voit  que  cet  énoncé  renferme  aussi  le  résultai   particulier  qui  a  lieu   pour 
d=i. 

9.   Il  nous  reste  à  donner  une  méthode  pour  trouver  efi'ectivemeni,  sans  trop  de 
|)eine,  la  racine  de  la  congruence 

cra?-)-6  =  o        (modM). 
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Il  fsl  clair  (|iie  nous  pourrons  nous  liorncr  au  cas  où  a  eL  M  soni  [ncniicis  cniic 
eux.  puisque  le  cas  j^énéral  s(^  riuncuf  iuuiu'dialcmcnt  à  ce  cas  pailicnlicr.  Eusnilc 
il  siillira  lie  consiili'rcr  la  roni;rucU((' 

ax  =r  I  (  niiul  .M  ); 

car,  la  racine  de  celte  eoni;ruence  ('lant  ohlenue,  il  suffira  évidcmmenl  de  la  niul- 
liplier  par  —  h  pour  ohlenir  la  racine  de  la  coui;ruencc  proposée.  Le  problème 
revient  donc  à  salislairi^  à  l'écpiation  indc'Ieiniinc'C 

a  X  —  M  j'  =  1 . 

On  dévelo|)pc  eu  Iraction  continue  le  rapport  'W'.ci  ou,  ce  cpii  lesienl  au  même, 
on  applicpic  à  a  el  INI  Talgorillime  d'Euclide.  On  peut  alors  exprimer  de  proclie  eu 
proche  comme  fonctions  linéaires  homrigèncs  de  a  et  M  tous  les  restes  oi)lenus  et 
liualement  le  p.  g.  c.  d.  lui-même  qui  est  i.  Comme  ce  modo  de  calcul  est  encore 
utile  dans  d'autres  circonstances,  nous  alKms  l'expliquer  avec  détails. 

Supposons  qu'on  ail  une  suite  de  nondires  N,  N,,  IN^.  ..  .  liés   |)ar  les  relations 

N        =«,N,-i-N,, 


^,,_,  =  rt/,^■/,-T-^i/,■+,, 

dors  on  peut  exprimer  successivement  N  par  N,  el  N.j,  |)ar  N.j  et  IN3 

N  =  «iNi-^N,, 

N  =  (0|«.,—  I  )N.,-f-  01N3, 

N  =  (  «I  «2  «3  -!-«,-!-  (Y3  I  ^3  -I-  (  rf  I  «2  ^-  I  )  (\,, , 


introduisons  un  symhoh 


!<(,.  02,  ....  «/,  j, 


di'lerminé  par  les  relations 

.   [a,  I  =  «,.         |«|.  «2]  =  «i«2-4-), 

(    [«1.  "2 "/.  1  =  I  «1,  «j.  ■  ...  "/.-i  ]"/,--  l/'i,  "3 "/,-2]. 

alors  on  ama  i;(''ncialemeul 

(,3)  \    =    I  n,,   «2.    ■  ■  -,  "/.■]^/,-^-   f"!,  "■l^    •  .  •.  «/.  -  1  |  Na-I-1  . 


/l 
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Il  est  clan-  (|u  (111  aura  aussi 

N,=   [r/,,«3.    .   .  .,  «/,]N/,  +  [r/2,  «3,    .  .  .,  r,/,,,  |N/,+  |, 
X2=[«3,    ...,rt/.]N/,  -(-['(3, «/,^,J\a.+  ,, 

Cl,  SI  l'on  substiUie  ces  valeurs  ilans  la  première  rclaliou  (i),  on  (jhlieiil  une 
expression  de  N  jiar  iV/,  et  Na,,.,  cpii  doil  èlre  identique  avec  (3).  D'où  l'un  conclut 

(4)  [«1,  "î-    ■  ■■,  "/.]    =    «l[«;,«3-    .  .  .,  «tj  -4-  [<Î3.    .   . .,  «/,], 

ce  cpii  donne  un  nouveau  mojen  pour  obtenir  par  récurrence  la  valeur  du  synihnlc. 
A  l'aide  de  ces  relations  (a)  et  (4),  on  démontrera  facilement  cette  formule 

(5)  [«1,  «2 a/,]  =  [«/.,  «A— 1,  ■  ■  -,  «2)  '''il- 

Enjoignant  à  réqualion  (3)  celle-ci 

(fi)  Ni=[«2.«3.  ...,«/,]N'/,-H[".,«3,  ...,«/,-,]N^.-n, 

on  a  deux  (''([uations  ;  d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  N*  en  l'oiiclion  de  N  et 
N|.  Mais  celte  \aleur  soLllent  aussi  direclcinent,  car  on  ohlieni  île  proclie  en 
|)roclie 

—  N3  =  fl,  N  —  [n,,  «2  ]  ^'l7 

-+-  l\i  =  [ai.  «3  ]  i\  —  f  «1,  «2i  "3 1  î^'i  T 


Généralement, 

(7)  (— i/.N^,=  [«2.  «1.  .  .  .,  a/-i]N  —  ["1,  ('2,  ■■   ,  "i^i\^,. 
En  comparant  celle  valeur  de  N/,  a\ee  celle  tirée  de  (3)  et  ((i  ),  on  a 

(8)  [«1,  "2 «/,  ]  X  [«2-  «31  •  •    r  Ck-i]  —  [«I,  «•>,  •  •  •.  "/,-i]  X  [a, ,11:,,  ....  Ci/,]  =  i—  0'"- 

Ce  sont  là  les  formules  dont  nous  aurons  besoin  ;  nous  en  donnons  encore  quilipios 
autres  qui  sont  quelquefois  utiles.  On  a 

iV/,      =  [rt/,+-i,  a/,+, «i+/]N/,+/-(-  [a/,+  ,,  ....  (?/.  +  /_,  ]>Ja-+/+i. 

N/,+i  =  [«/,^5-  ...,«/,+/]  N/.+/  -^[a/,+i, «/,+/_,  ]N,,^/+i. 

SiibsliUiaul  ces  valeurs  dans  (3),  on  a  l'expression  de  N  par  ÎV/s^/  et  Na+/+(. 
expression  qu'un  peut  obtenir  aussi  en  remplaçant  />  par  /.  -'-  /  dans  la  mémr  for- 
mule. On  trouve,  par  comparaison, 

(O)       l"l,"2,    ••  •.  "/,+/] 

=  [rtl,«2, O/,]  X  [«/.  +  ,,   .  ..,  «/,+/]  -h  |r7,,  «2.   .  .  .,«/.^,]  X  \<l,.  <-2 "/,+/]■ 
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J'^iifiii  nous  oioulcrnns  lii  rcliilii)ii  .siiisiiiitr 

(H.i      !«,.«, "r-''i./'2 /',:<;,,■, r,|  X  [^,,^,,  ...,^,1 

-["1,  ■•.,«,; /^ /^.]x[/^. {>s;c, c,\ 

=  (—l)-f  «!.«■.. "--il   X   [  (-2,  ^3,   ...,(•(] 

(|ui.  pour /■  =  /  =  I ,  reproduit  la  l'urtmilc  (>i  )  <'l,  pour  s  =  o,  la  (oriiiiili'  (()). 

10.    l'uiir  appllipier  ces  relalions  à  la  soliilion  de  r('(jiialioii 

«,r  —  iM  )•  =  I , 

on  prendra  N  =  M,  JN',=-;rt.  Comme  ces  nombres  sonl  preini<'rs  entre  eux,  on 
linira  |iar  trouver  Na=  i,  N;;.,.,  r;^  o,  de  manière  qu'on  ait 

M  =  [«i.«.. «/,], 

(— I  )'•  =  [«2.  «3-    •  ■  •:  «/,-l  J  X  .M  [«!•  "-2,    ■  •  -,  «/,-l  1  X  «. 

On  peut  donc  prendre 

.r  =  (-  i/'-i[«,,  a.,,  ....  (!/,->]. 
r  =  l-0'-'["2,"3 «A-lJ- 

Si  l'on  fail  le  calcul  de  la  manière  ordinaire,  le  dernier  ((uolienl  n/,  est  au  moins 
égal  à  2,  el  l'on  peut  le  remplacer  par  les  deux  quotients  '//,  —  i  et  i .  de  manière 
que  le  nombre  total  des  (juoticnts  est  à  volonté  pair  ou  impair.  Il  est  à  peine 
besoin  de  dire  que 

^I  f"l.  "2 "/.  1  I 

—    =     =  «I  H 

"  "2'  "3 "/.■  ,  I 


On  voit  sans  peine  que,  x„,_}'o  étant  une  solution  particulière  de 

«.r  — My  =  1, 
la  solution  la  plus  j^énéi'ale  sera  renfermée  dans  les  formules 

X  =  .7-0  -hMt    1 

(f  =  O,  ±  [,±■3.,   ...). 

y  =  y<s-^at  ) 

Il  est  clair  aussi  que  l'étpialion  ind('lerrninéc 
a  .r  ~  by  =  c 
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sera  iiiipossihle  si  c  n'est  pas  (li\isilili'  jiar  dz^if/,  h).  Mais,  si  celle  condillon  esl 
salisfaite.  il  va  hîujours  une  infinité  de  solnlioiis.  Soil  ./•„,  )„  nne  solution  par- 
liciilière,  la  solution  la  |ilus  générale  sera 

/'      i 

X  =  ,7,'u  H .ti 

(t  =  0,±l,  ±1.   .  ..). 

11.  Nous  allons  considérer  niaintenanl  le  problème  suivant,  (|ui  se  rencontre 
très  souvent  : 

Trauvei-  Ions  les  nombres  x  qui  snlisfoni  au  système  suivant  de  n  cn/i- 
gfuenees 

X  ^ 'j.     {  mocl -\  I.         .r  ;^  ^     (inodB),         x^'i     (modC),         x  ^\     (motlL). 

Soil  W.  le  p.  p.  e.  m.  ths  modules  A,  lî,  C L,  il  est  clair  (pie,  si  la  valeur 

.i' z=  Xf,  satisfait  aux  conditions,  il  en  sera  de  même  de  tontes  celles  com|)rises  dans 

la  formule 

.r„-i-  M/  (^  =  o,  ±  I,  ±  2,  .  .  .). 

Réciproquemenl,  si  l'on  a  deux:  solulions  .ro  el  Xy,  la  différence  .<o —  'i  "l'iil  èlvf 
divisible  par  M,  puisqu'elle  esl  divisilile  par  A,  par  B,  ....  par  L.  Il  résulte  de  là 
que,  parmi   les  nomlires 

o.      I,     -2 M—  I 

formant  un  système  eomplel  de  résidus  pour  le  module  M,  il  v  en  aura  tout  an 
plus  un  qui  satisfait  au\  conditions,  el  nous  pouvons  dire  : 

Si  le  problème  pro|)osé  admet  des  solutions,  ces  solulions  seront  tontes  ren- 
fermées dans  la  formule 

.r  =  a         (miulM), 

où  a  esl  un  nomlire  déterminé  de  la  série  o,  i M  —  i . 

Mais,  si  aucun  des  nombres  o,  i,  ....  M  —  i  ne  satisl'ait  au  problème,  on  sera 
assuré  que  le  problème  esl  impossible  el  n'admet  aucune  solution. 

Supposons  niainlenanl  d'abord  que  A,  B,  (i,  . .  .,  L  soient  premiers  entre  eux, 
alors  M  =  ABC...L.  Si  l'on  di\ise  maintenant  chacun  des  nombres 

o,     I,     ■?.,     . . . ,     M  —  1 

par  A,  par  B,  ...,  par  L,  on  obtiendra  en  loul  M  systèmes  de  résidus  qui  seront 
tous  différents.  Mais,  d'autre  part,  on  ne  peut  donner  à  a  que  A  valeurs,  à  ^  B  va- 
leurs, etc.,  en  sorte  fpie  le  nombre  total  des  systèmes  de  résidus  possibles  esl  M. 
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En  (livisaiil  dune  les  nonilircs 

o.     1.     2,     ....     M  — I 

par  A,  !>,(>,  .  .  .,  \j,  ou  ohllcndra  cfreclivcnicnl  tous  les  systènie-s  possibles  île  ré- 
sidus, cl  cliaipie  sv.slènie  une  seule  fois. 

TiiKoiiinn-.  II.   —    Les  itifuliiles  A.  H,  (J L  élaiU  iin-niiers  enlie  eux,    le 

syslènw  des  eontiruenres 

,r  r=  a     (MiodAl,  .ri=|3     (mo(lli),  r  =  >,     (niodl.) 

(idiiiel  lonjoiirs  îles  s<il(il iniis.  renfermées  l<iiit<'s  ilaiis  l<i  furmule 

X  ^s^  (i        (  mo<l  M  ), 
où 

i\I  =  AliC.L. 

I;2.  l,ors(|ue  les  modules  A,  B,  C,  .  ..,  L  ne  sont  pas  premiers  enUc  eu\.  M  e>l 
plus  pelii  (pie  le  produit  AHC.  ..  Fj. 

Or  il  V  a  toujours  A,  15,  C,  ....  L  systèmes  de  résidus  possil)les  (si   Ton   prend 

a,  p,  Y,  ....  A  arbitrairement  ).  Mais  le  proljlènn'  ne  sera  possible  que  si  le  s\slènie 

a,  [i,  V,  .  .  . ,  À  se  Irouvc  parmi  les  AI  s  v^lèim^s  de  rc'Sidiis  (pi  on  oblieni  en  di  \  i>aiil 

les  nombres 

o,      I,     a,      M  —  I 

par  A,  B,  (1,  ....  L.  (_)ii  voit  doue  (pie.  dans  ee  cas.  le  prob^'ine  iie  sera  pas  pos- 
sible toujours  :  il  l'audra,  pour  cela,  que  a,  [j,  ...,/,  satislassenl  à  certaines  coii- 
dilions  que  nous  ('iioncerous  plus  bas.  Mais  toujours,  lors(pie  le  pr(d)leme  est 
possilile,  la  soluliiui  est  donnée  par  une  formule 


13.    Revenons  au  cas  où  A,  B,  C,  ....  L  sont  premiers  entre  cii\  pour  voir  com- 
ment on  obliendra  la  solution  x  ^  a  (modJM). 
['iiis(pron  doil  a\ oir  x  ^  a  (niod  A),  on  posera 


cl  il  viendra 


.t-  =  a  -t-  \  y. 
Aj-  =  p  — a         (iiK.dli). 
AjEsY-x         (iiKjdC). 


La  premi(''re  eonf^ruence  donnera 
>n  siibslituera  cette  valeur  dans  les  autres  congrucnces,  etc. 
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(  )n  remplacera  celte  inclliode  souvcnl  avec  avanlage  par  la  suivante  iiuliipiée 
par  Gaiis^. 

Déleniiinons  d"ahoid  les  noinbics  auxiliaires  y.',  p' a'  par  les  congruences 

BCD...La'=i  (mo(lA), 
ACD.,.Lfi':=i  (mo(lB). 
ABD...Ly'^;[         (niodC). 


AB. .  .KX's  I         (  inoilL), 


alors  on  a 


x=       BCD...L5ta' 

-j- AGD...Lpfl' 
+  ABD...Lyy' 

-^  ABC...K),).'        (MioilM  =  ABC...L). 

On  vérifie,  en  effet,  immédiatement  que  celte  valeur  de  x  satisfait  aux  congruences 
proposées,  et  il  est  facile  de  s'apercevoir  que  cette  méthode  revient  à  résoudre  la 
i|aesllon  successlvenienl  dans  les  cas  particuliers  où  Fun  des  résidus  a,  p,  ...,  A 
est  I  et  où  tous  les  autres  sont  o..  On  compose  ensuite  la  solution  générale  avec 
ces  solutions  particulières.  Il  est  clair  que  cette  méthode  sera  surtout  avantageuse 
lorsqu'on  aura  à  résoudre  le  même  système  pour  diverses  valeurs  des  résidus  a, 

[ï X,  les  modules  A,  B,  ...,  L  restant  les  mêmes.   Les  mêmes  nombres  a', 

|j',  ....  )/  servent  alors  pour  les  diverses  solutions. 

14.   Revenons  maintenant  au  cas  général  où  les  modules  A,  H L  ne  sont 

pas  premiers  entre  eux.  On  peut  d'abord  poser  comme  tout  à  l'heure 

.r  =  a  —  Ay, 
et  la  seconde  congruence  deviendra 

Xy  es  [î  —  a         (  inod  B  ). 

il  faudra  donc  que  [i  —  y.  soit  divisible  i)ar(A,  B)  =  r/.  Si  cette  condition  n'est  pas 
satisfaite,  le  système  n'admet  aucune  solution.  ^lais,  si  elle  est  satisfaite,  on  aura 

_X=J-o+^'  it  =0,±U±2,   ...) 

et,  par  conséquent, 

.r  ^E  c(  -t-  Aj)-„  (  m  0(1  —r-  1 , 
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et  celle  congruence   remplace    niainlenanl  les    deux    jircmii' rcs   ,/•        /  i  niml  A  i, 
.f  ES  [i  (moclB").  On  ien)arf|iiera  que  le  module  -7-  est  bien  le  p.  p.  e.  m.  de  \  ei  I!. 
On   pi)iiii;i  ((liiiliincr  niiiinlciianl   la  congruence 

a"  =  a:  +  Ajo  (  iii'>'l  ^' j 

avec  la   Iroisiènie 

.r --Tt  •(■         (mofIC). 

il  ainsi  de  siiile.  Il  est  clair  qu'on  arrivera  de  cette  façon  toujours,  soii  à  s'assurer 
(pic  le  problème  est  impossible,  soil  à  trouver  la  solution  sous  hi  fornie 

ar  =  «         I  1 1  M  ) 

si  elle  existe. 

(iClte  méthode,  toulclois,  a  l'inconvénient  de  ne  taire  souvent  connailii'  I  im- 
possibilité du  problème  qu'après  de  longs  calculs  qui  ont  été  inutiles  alors.  On 
ne  peut  remédier  à  cet  inconvénient  qu'en  donnant  le  moyen  de  reconnaître  n 
/iriiiri  \a  [lossibilili''  un  l'inipossibililé  du  pi'oblème.  C'est  là  l'objet  du  llii'urrme 
siiivanl  ; 

i'iiroiiKMi-,  III.  —  Pour  (lue  /t'  sys/i'ii/e  f/cs  ro/>^ii/<'/ic<'s 

X  1^  ■>.     (iiiodA).         ./■  =  p     (  1110(115),  .,.,         .r  E^  ),     (iiKiill,) 

inlnnUtf  di's  sn/ii /in/is,   /'/  ftii//  /■/  il  sitfjil  que  les  (h'Jférences 

a:  —  'fJ,      'X  — '(.      '^  — '(....,      -A- l 
soieitt  f/i\i.sif//es  respeetiventcnl  pitr 

(A,  lî).     (\,  C),     (B,  G) (K,  I.i. 

(^iie  ces  conditions  sont  nécessaires,  cela  est  clair  d'après  ce  qui  prc'cède.  Pour 
montrer  (pi'elles  sont  suffisantes,  nous  supposerons  cjue  la  proposition  est  exacte 
dans  le  cas  de  n  —  1  congruences,  et  ferons  \oir  qu'elle  est  alors  exacte  aussi  dans 
le  cas  de  /;  congruences.  Puisqu'on  sait  que,  dans  le  cas  n  =  ■<,  le  lliéorènie  est 
vrai,  il  sera  ainsi  di'montré  généralement. 

l'.n  tllel,   la  pro|)ositii)n  étant  vraie   jiour  n  —  i    congruences, 
pl.iecr  le>  u  —  1  premières  congruences  parcelle-ci 

X  ^^  t        (  iikmI.M'  1 
et  le  svsième  cimiplet  |iar 

(1)  x—l     (iiKulM').         .r  :^  À     (mo(IL). 


iiiria    rem- 
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Ici  M'  =  I  A,  B,  C,  . .  ..  R  |.  Or.  d'après  iiolrc  li_v|iollièse, 

À —  a,     X  — fi,     ....     X  —  / 
sonl  tlivisiljles  par 

(L,  A),     (L.  lii 'L,  K) 

rcspecliveincnt,  et  il  est  clair  que 

a  —  /,      p  —  / 7.  —  ' 

sont    divisibles    par  A,   li,   C,    ....    R    respeclivemcnt,    donc    aussi    par"  (L,  A), 
(L,  Bk  ■  ...  (L,  K)  respectivement.  On  voit  par  là  que  la  différence 


es!  divisible  par  (L,  A),  par  (  L,  H) par  (L.  K)  el,   par  conséqueni,  aussi  par 

le  |i.  p.  c.  111-  de  ces  noiiilires  qui  est  (L,  M')  (Cliap,  1,  n"  11).  Mais  cette  divisi- 
i)iiil(''  de  A — /  par  (L.  M)  est  précisément  la  condition  nécessaire  et  sullisanle 
pour  (pie  les  cougruences  (i)  el  par  là  aussi  les  congiuences  propc)S(''CS  adnieltenl 
une  solution. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  aussi  en   faisant  voir  qu'il   y   a  exactement 
M  systèmes  de  résidus  a,  p A  qui  satisfont  aux  conditions  exigées. 

lo.    On  peut  réduire  le  cas  général  au  cas  où  A,  15 L  sont  ])remiers  entre 

euN.  Pour  cela,  mettons  le  p.  p.  c.  m.  M  des  modules  sous  la  forme 

M  =  X'B'C...  L'. 

où  A'.  B',  C.  ...,  L'  sont  premiers  entre  eux  et  divisent  respectivement  A,  15, 
C.  ....  LiChap.  I,  n"»  18,  19). 

il  est  clair  que  les  solutions  du  problème  propose''  satisferont  aussi  aux  cou- 
gi'uences 

:r  SEE  a     (mo(iA'),         a:  ^  ^     (moilB'),  ....         x  ^s  A     (moilL'), 

mais  ce  dernier  système  admet,  nous  le  savons,  toujours  des  solutions  renfermées 
dans  la  formule 

3-  iEE  a        t  mofl  M  ). 

Si  donc  on  s'est  assuré  préalablement  que  le  problème  proposé  admet  des  solu- 
tions, ces  solutions  sont  encore  renfermées  dans  la  formule  précédente.  Mais,  si 
Ton  ne  savait  pas  si  oui  ou  non  le  système  proposé  admet  des  solutions,  celte  va- 
leur ,r  ^  a  (inodiM)  pourrait  ne  pas  satisfaire  aux  conditions  Imposées,  qui  se- 
raient alors  incompatibles. 
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Considérons,  jiar  exemple,  le  système 

j' ^ï    3i  (mnd    72  =  2'.  3-), 

a?  s=    22  (iiioil  io5  =  3.5.7), 

a;  ^    5o  (mod   77  =  7.11). 

,r  ES  337  (modSgg  =  3.7.19). 

On  il  ici  M=  2''.:5-.à.7.  I  I  .  i()  =  OaôGSo  cl  ÂBCD  :  M  =  '(4  ( .  Donc,  si  les 
résidus  .ii,  -ii,  ')o,  33^  avaient  été  pris  :iu  hasard,  il  n'\  aurait  (pi  une  ciiancc 
sur  ^^i  cpie  le  problème  soil  possible.  11  convient  donc  de  s'assurer  d'aboi'd  si  le 
|)roblèzne  est  possible  ou  non.  Or,  les  nombres 

i),     19,     3oO,     2X,     3i5,     287 

('•tant  divisibles  respectivement  par 

3,     I,     3,     7,     21,     7, 
le  pr(d)lèmeest  possible.  La  décomposition  de  M 

M  =  72  X  35  X  1 1  X  19 

permet  maintenant  de  remplacer  les  congruences  données  par  celles-ci 

j-  =3    ji  (  mod  72  I, 

x^    22  (mod  35), 

j"  ^?    5<)  5=    0  (  mod  I  I  ). 

.rss337=i4  (modig). 

lui  applifpiant  mainlenanl  la  méthode  de  (jauss,  les  nombi-es  aiixijlaii'cs  y',  [i', 
"',  0'  se  déterminent  par  les  congruences 

35.  1 1 .19  oc';3       43  a'^s  I  (mod72). 

72.  1 1.19  [j'e= —    2p';=i  (mod  35), 

72.35.i9y'=        Sy'ssi  (mod  11), 

72.35.11  8's5 —       o'=E  1  (mod  19), 


d'où 

et,  linalemcnl, 


a'  =  — 5,         P'=i7,         y'=7.         î'=- 

X  E^ —   5.  35. 1 1.19.31 

-t-  17.72.  I  1. 19.22  (  mod  52G  GHo  ), 

-t-    7.72.35.19.    6 
—        72.35.1 1.  14 

a:^s=323  527         (mod52()  680  ), 


S. 
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16.  Soient 

2,      a',      n" .      ... 

les  cp  {tr)  noniljres  premiers  avec  n  et  ne  surpassant  pas  a, 

e,   [i',   r-    ••• 

les  -ç.  (h)  nombres  premiers  avec  b  et  ne  dépassant  pas  b, 

y,    '(\    ■;".    ... 

les  z>  {(ib)  nombres  premiers  avec  ab  et  ne  surpassant  pas  nb.  11  esl  clair  «pie 
tout  nombre  v  est  aussi  premier  avec  a  et  avec  6,  et  sera  par  conséquent  con- 
f;ru  avec  un  des  nombres  a  suivant  le  module  a,  et  congru  avec  un  des  nombres  |j 
suivant  le  module  b.  Mais,  si  nous  supposons  maintenant  a  et  b  premiers  entre 
eux,  nous  savons  aussi  qu'en  prenant  arbitrairement  un  des  nombres  a  et  un 
des  nombres  [i,  il  y  a  toujours  au-dessous  de  ab  un  nombre  cl  un  seul  qui  leur 
sera  congru  suivant  les  modules  a  et  6,  respectivement  ;  et  ce  nombre,  étant  jire- 
mier  avec  a  et  avec  6,  sera  premier  avec  ab  et  figurera  doue  parmi  les  nombres  y. 
Ensuite  deux  nombres  y,  y'  donnant  toujours  deux  systèmes  de  résidus  dUVércnts. 
on  conclut 

o(rt6)  =  (f(rt)o(6). 

("est  la  relation  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (n"(î)  et  qui  conduit  immé- 
diatement à  la  détermination  de  la  fonction  o,  car  on  voit  facilement  ipie 

17.  Considérons  maintenant  une  congrucnce  quelconque 

(I)  f(x)  =  o{  iiiodAl  ). 

et  supposons 

M  =  ABC...  L. 

les  facteurs  A,  15,  C,    .  .  .,  L  étant  premiers  entre  eux. 

il  est   clair   que  ebaque    racine  de   la  congruence  (i)  satisfera    aussi   aux   con- 
gruences 

/    ./"(.'■)"   11  I   IlKlllA). 

^^^  /(-O-o        (ii.odB). 

\   f[x)  ^s  o         (  niod  L 

Uonc,  si  une  de  ces  dernières  congruences  n'admet  pas  de  racines,  il  en  esl  de 
même  de  la  congruence  (i). 
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Soient    a    une   racine    de   /(a')  sh  o   (niodA),  JJj  une    racine    do    /(x)^o 
(niodB),  etc.,  enfin  X  une  racine  <le/(a;)  ^  o(niodL). 

Alors  on  saura  trouver  toujours  un  nombre  /,  sallsfaisanl  au\  eongrucnces 

t  ^^  %        (mod  A), 
<  =  p        (modB), 


?  =  X         (modL), 

et  ce  nombre  l  est  pai-faitemenl  déterminé  aux  multiples  de  M  près. 
Mais  il  est  clair  qu'on  aura 

f(t)  =  o    (niod.\),        /(0"O     (modB) f(l)^o     (modL); 

donc  aussi y(i)  ^  o  (mod M). 

On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence  (i)  est  égal  au 
|)roduil  lies  nombres  des  solutions  des  congruences  (:>.). 

On  peut  évidemmenl  prendre  pour  A,  15,  ...,L  des  puissances  de  nombres 
jiremiers. 

18.  (^n  comprend  bien,  d'après  ce  qui  précède,  que  dans  la  tiiéorie  des  con- 
gruences de  degré  supérieur,  on  s'est  surtout  occupé  des  cas  oîi  le  module  est  un 
nombre  premier  ou  une  puissance  de  nombre  premier.  On  ne  connaît  presque 
aucun  théorème  général  sur  les  congruences  par  rapport  à  un  module  composé. 

Ici,  où  il  s'agit  seulement  de  donner  les  premiers  éléments  d'une  théorie  que 
nous  devons  dévelop|>cr  plus  lard,  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  d'un 
module  premier.  Lagrange  a  obtenu  dans  ce  cas  quelques  propositions  très 
simples,  mais  loudamentales. 

Considérons  donc  la  congruence 

f  (x)  £^  O         (mod/)). 

/)  étant  y\n  nombre  premier.  Le  degré  n  de  cette  congruence  est  le  degré  tic  la 
plus  haute  puissance  de  x  qui  ligure  dans  /{j'),  avec  un  coefficient  non  divisible 
|iar/<.  Du  reste,  il  n'y  aurait  aucun  inconvénient  à  siq)poser  ce  coefficient  égal 
.1  I,  car,  s'il  est  (/,  on  pourra  toujours  multiplier  la  congruence  par  un  nombre  b 
tel  que  ab  ^  i  (mod/;!).  La  congruence  obtenue  est  évidemment  éipiivairnlc  à  la 
congruence  proposée. 

Soit  maintenant  x  =^  y.  une  racine  de  la  congruence.  En  divisant  ,/'(■>')  par 
r  —  a,  on  aura 

/(.^■)  =  (-^-'')/.(.^) -+-/(«)- 

y,  (,/•)  étant  un  polynôme  du  degré  /;  —  i   à  cocriicients  entiers. 
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I^a  conoruencc  donnt'e  peut  donc  s'écrire 

(.r  -  a)/,  (.r)  -t-/(a)  =-=  o         (  modp), 
ou  l)icn,  puisque  par  liy|)ollièsey(a)  est  divislljle  par/), 
(a' —  a)/i  (i')  s  o        (motl/)). 

Si  la  congruence  proposée  admet   encore  d'autres  racines  [b,  y....,  (ui  doil 

avoir 

(fi-«)/i(?)-^^o, 


donc/',  (fi)  ^  o,  /',  (y)  ss  o,  etc.,  puisque,  par  hy|)0tlièse,  p  —  a,  y  —  a  ne  sont 
pas  divisibles  paryj.  On  voit  donc  que  ces  racines  [i,  y,  .  .  .  sont  aussi  racines  de 

la  congruence 

/i  {^)  -  o 
(pjl  est  du  degré  />  —  i. 

I^ii  congruence  du  premier  degré  admet  toujours  une  racine  :  ou  peut  tlonc  con- 
riuie  (pi'une  congrucnee  du  second  degré  admet  tout  au  ])lus  2  racines,  une  con- 
giuence  du  troisième  degré  tout  au  |ilus  4  racines;  généralemeni  on  peut  énon- 
,-er  le 

TMÉor.i;ME  IV.  —  fJnc  coiifiruc/we  de  degfé  n  pcir  i(A])poil  à  un  lundale 
premier  ndmet  loul  au  plux  i>  racines. 

Et  nous  pouvons  ajouter  encore  : 

TnÉor.ÉMF.  V.    —  Les  racines  de  la  coi}f^ruence  de  degré  n 

f(x)  E^  O         (moflp  ) 

clanl  y.,  p,  v A,  on  a  identitjueinent 

/(.r)  s  (^  _  ï)  (j.  _  p)  .  .  .  (,r  „  X)/,  (.r  )         (  mo,l/>). 

/',  (x)  étant  i/ii  polynôme  en  .v  tel  ipie  la  congruence 

/,(,?•)  SE  o  llllO(l/M 

n  admet  aucune  racine. 

On  en  d(''duit  encore  facilement  le 
TnÉoniiME  VI.  —  Si  la  congruence  de  degré  n 
/(x)  =  o        (nio(l/j) 
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(idinet  n  racines  et  qu'on  a 

/{x)^f,(x)f,{-r)         fmod/)), 
alors  les  congrnences 

/,  l,T)c-o,         />(.r)^^o  (moil/M 

(les  degrés  ii,   et   n,  («,4-«2=«)    admet  Iront   respect  ivenient   n,    cl   ii.,  ra- 
cines. 

19.    Pour  donner,  dès  à  pr(''sciil,   un  exemple  de  la   fécondili'  de  ces  iniiicipes. 
considérons  avec  Lag;range  le  polynôme 

(il  .i-(./-H-i)(.r+2)  .  ..(jr-H-/)  —  i)  =  j-/'+  Ai.r/'-'-(-  .\2.r/'-2  +  ,  .  .-i-  A,,_,j-. 

En  cliangeanl  ./•  en  .f  +  i,  on  aura  aussi 

(.7--4-i)(.r--t-  2)...  (,r -!-/))  =  (^  +  i)/'^  A,  (.r+i  )/'-!-!-  Ao  (./•  H-yj  )/'-^  +  .  .  .-I-A,, -,  (.c-i-ii. 

Oi-,  il  esl  clair  que  ces  deux  polynômes  sonl  congrus  enlre  eux  suivaul  le  mo- 
dule/^  (\i\e.  nous  supposerons  premier,  car  leur  dillV'rence  esl 

/)  (  ,r  -i-  1  )  ('  .r  +  -.4  )  .  .  .  (  .r  -i-  /j  —  I  ). 

En  écrivant  donc  (pie  les  coeUîcienls  des  mêmes  puissances  de  ./'  sonl  (■,()ni;i'us 
(  mod//).  (in  a 

A,^^i  +  A,  (M>,„I/,), 

p(p~n  ^  p  —  i 

l.'Z  I 

^  ^  p(p  -  l)(/>  —  1)  ___  (/^  — 1)(/?— -j)  ^  _^  /'  —  2  ^^ _^  .^ 

■    '  1.'..3  "^  1.2  -    1 -r-  I  2    •     •    3. 


_/>(/>-  11...  i.2  >/J-l)...2  2 

''  1.2...   (/>  —  I)  I.2.(/*  — 2)  ,         /'     i  /' 


o  =  i+Ai-i- Ao-i-.  .  .+  A,,_2-i-  A,,_i. 
On  remarfiue  ici  (lue  les  coeflicienls  du  hinônie-i  —^ •■•    -~^^ "  "  ''""' 

'  '  I  1.2  !.>...(/>  Il 

sonl  tous  des  entiers  divisibles  par  p  :  on  peut  les  négliger.  I^a  seconde  con- 
gruence  montre  alors  que  A,^o  mody>,  ensuite  la  troisième  que  Aj  ;s  o  mod/>,cle.. 
jus(prà  ravant-derni(''re,  qui  montre  tpie  A,,_2î=s().  Donc 

(2)  Ai=  A2==  A3  =  .  .  .=  A,,_2=  o        (mo(l/j) 
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i|  la  dernière  conf^ruence  donne  ensuite 

l'i)  A,;_i-)-i  =  o         (mO(l/<). 

Si  l'on  se  rappelle  la  signification  de  Ap_, ,  on  a  le 

Théorème  de  Wilson,  p  étant  un  nombre  premier, 

I.2.3..  .(/)  —  !  )-+-! 

est  toi/ /ours  dhisible  par  p. 

linsuile  nous  avons  d'après  (i),  (a)  et  (3)  la  congriience  idenlicpie 

.r  (.r-h  i)(.r+ 2).  .  .  (x -h  p  ~i)^  xi'— t         (moAp). 

Mais,  parmi  les  p  nombres  consécutifs  x,x+\,...,x-^p  —  1 ,  il  j  en  a  tou- 
jours un  clivisilile  |)ar/);  donc 

Xl>  —  X 

est  toujours  divisible  par/>.  En  supposant  .r  =  a  non  divisiijle  J'ar^,  on  a  le 

'Phéorème  de  Fermvt.  —  (I  étant  un  nombre  entier  non  divisib/e  par  le 
nombre  jiremier  ji, 

('5/  toujours  divisible  jiar  p. 

Autrement,  la  congruencc  .r/""'  —  i  ;s  o  (mod/))  admet  les  p — t  racines 
I ,  a ,  3  .  .  . .  /?  —  1 . 

Le  théorème  de  Fermât  est  un  des  théorèmes  les  plus  importants  de  la  théorie 
des  nombres;  nous  le  retrouverons  dans  le  Chapitre  I\  ,  où  nous  traiterons  parti- 
culièrement des  résidus  des  puissances  et  de  la  théorie  des  congruences  bi- 
nômes. 

2D.  Les  systèmes  de  plusieurs  congruences  du  premier  degré  à  plusieurs  in- 
connues se  présentent  maintenant  naturellement  à  notre  attention,  mais  nous  con- 
sacrerons à  ce  sujet  important  le  Chapitre  III  tout  entier.  Ici  nous  nous  borne- 
rons à  traiter  une  question  élémentaire  et  iloiit  on  a  sou\ent  besoin.  La  théorie 
des  équations  indéterminées  est  liée  évidemment  très  étroitement  à  hi  théorie  des 
congruences:  nous  discuterons  ici  l'équation  indétermin(''e 

II)  «i.ri-1-  «o.r.i-i-  «32-3^. .  .-t-<7„+,,r„+i  =  //. 

«,,  a-i.  .  .    ,  a,i+\  *^l  "  étant  des  nombres  donnés,  .r,,  .v^.  .  .  .,  x,i+i  étant  des  in- 
connues qui  doivent  avoir  des  valeurs  entières.  Il  est  claii-  d"al}ord  ipic  //  doit  être 
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(livisililo  |)ar  le  p.  i>.  c  d. 

</  =  («1,  a^, ««+i) 

(les  coellicicnts  r/,,  ^/.,,  .  .  .,  (i,,^^. 

Mais,  pour  que  d  ail  une  valeur  délcrminéo,  il  fauL  supposer  que  les  coelli- 
eients  ai,  a-,^  .  -  .,  a,,^,  ne  soient  pas  tous  nuls.  Ce  sera  là  la  seule  restricti(ui  à 
laquelle  nous  soumettons  les  données  du  problème.  Maintenant,  si  n  est  di\isiiilc 
par  (7,  le  problème  admet  toujours  des  solutions.  Cette  proposition  est  vraie  dans 
le  cas  II  =  I,  et  il  est  très  facile,  en  partant  de  là,  et  à  l'aide  d'une  induction,  de 
montrer  qu'elle  est  vraie  généralement. 

Mais  nous  suivrons  ime  autre  voie  qui  nous  donnera  en  niènie  Icnqjs  lnules  les 
solutions  du  problème.  Mais  ici  une  explication  est  nécessaire,  si  les  valeurs 

Xi=bi,         .;■.,  =  62,  r„-n  = /j„+|. 

satisfont  à  la  relation  (1);  de  même  que  les  valeurs 

a^i  =  cj,        ■T-i  =  Ci,         ....        x,i+i=c,i+i, 

ces  deux  solutions  seront  considérées  comme  distinctes  si  les  différences 

h/,  —  f'/,.,         /,■  =  1 ,  2,   . , . ,  /i  -t-  I 

ne  sont  pas  toutes   nulles.    Il   importe  de  bien  observer  cette  convention:  ainsi, 
même  dans  le  cas  où  a,,^,  =  o,  les  solutions 


JCi  =  b,, 

x,^b,. 

r„=6„, 

■''ii+t 

^  b, 

Xi  =--  b,. 

X-i  =63. 

.r„  =  b„, 

-'"«+1 

=-  /', 

seront  considérées  comme  distinctes,  tant  que  /.■  n'est  pas  nul. 

Les  coefficients  a,,  .  .  .,  «„+i  n'étant  pas  tous  nuls,  on  siqjposera  cpie  !■/,  uest 
pas  nul.  On  pourra  déterminer  alors  deux  nombres  a  et  y  satisfaisant  à  lu  con- 
dition 

n,  a  -H  «-i-c  =  (a,,  rt^). 

et  ces  nombres  seront  premiers  entre  eux,  en  sorte  qu'on  pourra   ensuite  déter- 
miner deux  nombres  jîl  et  0  par  la  condition 

7.0  —  pY  =  1  • 

On  pouiia  prendre  du  reste  [i  =^ —  a.,  ;  (a,,  f/^),  (?  =  +  (/,  :  ut,,  o-i);  c"e>t  là 
une  remarque  dont  nous  profiterons  tout  à  l'beure. 
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Posons 

Xi  =  ar', -i- Sx',,   )  ,  (   .r'i  =  oj"|  —  p.r.2, 

d  ou 


l'équation  (i  )  clo\icndra 

(2)  («!■  "2)-t\  -(-  6».r',+  «3X3  +  «4X4  +  .  . .-(-  rt„+ix„+,  =  II. 

11  osl  clair  que  ces  équalions  (i)  el  (2)  sont  équivalentes  en  ce  sens,  que  si 
l'une  (les  équations  est  impossible,  l'autre  le  sera;  et  que,  si  l'on  connaît  une 
solulion  de  l'une  de  ces  équations,  on  en  déduira  une  solution  de  l'autre.  A  deux, 
solutions  distinctes  d'une  de  ces  équations  correspondent  toujours  deux  solutions 
également  distinctes  de  l'autre. 

Remplaçons  maintenant  de  la  même  manière  les  inconnues  x\  et  X3  dans  (2) 
par  deux  nouvelles  inconnues  jr'j  el^',,  en  posant 

(n,.  «2  )  a,-t-  (73-|'i  =  (a,,  rt,,  «3), 

.r',  =  ai.r';  ^- ^,3-3.         .r';  =  Oi  j',  —  3,.r3. 
X3  =  -,'i .r'I  -i-  81  .r'3 ,         .r'j  =  —  Y, .r'i  -i-  ai  .rs, 

on  obtiendra  une  transformée  encore  équivalente  à  (2)  et  à  (1) 

(3)  (<7|.  a-2.  n ,)  .t'\  -h  Oijr',-^  bs.r'.^-i-  a;.T;-h. .  .-h  o.„^y:r„+i^u. 

On  pcul  continuer  ainsi,  en  opérant  maintenant  sur  .r,,  cl  x, .  etc.  Après  // 
transformations,  on  aura  la  transformée  équivalente  que  voici 

(4)  ("i-  «2 a„+t).r\"' -h  ù.,.t'^-^  bs.r'.^-h  ùix';-^.  .  .-h  b,!+iT'„^_i  =  u. 

cl  l'orkobtient  les  expressions  de  .r,.  .  .  .,  x„_f_,    au  moyen  de  substitutions  suc- 
cessives sous  la  forme 

.Ti  =  Aix'["'4-  «i^o.r',  +  «,^3X3  -i-  «1,1  x'j-i-.  .  .-{-  «i,H+i3-),^.,, 

^2  =  AsX'/"-)-  «j^-i-r',  -1-  «2,3^3  -f-  «2,1 -^4  -f-.  .  .-H  «2, «  +  1  •''"/, +  1  . 

(5)  )  Xi=  X^X'I"  -H  «3.3^3 -f-  «3, V^'î +■-••-*-  "3, «  +  l-'^«+l- 
.T;  =    A4.rY''  -(-  04,4.r4  -H.  .  . -f-  «4. H  +  1 -•?"«  + J  . 


r„+,  =  A„+,x',"'  -r-  a„+i.„+i.r;,  +  i. 

Ces  formules  donneront  toutes  les  solutions  du  problème,  si  l'on  prend  pour 
•^'i'"'  •^•;'  -^35  •  •  •!  -^H+i  toutes  les  solutions  de  (4).  Mais  on  remarque  que,  si  l'on 
)jrcnd  pour  [i  et  o  les  valeurs   que  nous  avons  indiquées  plus  haut,  ou  a  /'»  =  o. 


si:k   i,.\    riiKniiii:   dks  nombuks.  4' 

Kn  a|)pli(|iianl  ilonr  loiijoiirs  le  iiiriiu'  iirocéclo,  oti  iiiii;i  aussi 

ù^=  h.=....    />„,,  =  o. 

Mais  alors  les  solutions  de  (4)  sont  en  ('vldcncc;  il  faul  ('viileininent  i|uc  ii  soil 
divisible  par  r/,  cl  l'on  oblienl  loulcs  Irs  soliilions  de  (4  I  ''"  |>>enanl  ./'"  =  //  :  )l, 
el  en  donnaiil  à 

t'.,,     t'.^.      ...,     Jf•'„^^^ 

loulcs  les  valeurs  de  — x  à  ~t-x. 

l'iiÉoiiFMi-;  \  11.  —  On  obtient  tontes  /es  snlitlions  rie  I' (uiiiKt inu  indi'teiini- 
née  (  I  ),  et  eluKine  solution,  une  seule  fois,  en  posant  x'"' =  //  :  '/  'l<//is  les  /'(,/■- 

nulles  (j)   et  e/i  fiiisit/it  /leii-eodrii-  à  .r[ ,  .r\^^^    tontes   les   rtiliu/is  e/it/i-ies 

fie  —  Xj  n  -\-  ce. 

On  voil  sans  diKlculh'  qu'en  pioe(''(ianl  eomnic  nous  l'avons  indiqué,  les  coef- 
lieients  r/22,  f':!:! "h  +  i.h  +  i    oui    les  valeurs  suivanles   : 

"2,2  =  "i  i  (cii ,  «2  •■ 

".1,3  =   I  "l!    "2  )  ^  I  "il    "21    "3  )• 


"«  ) .'  ("l-  "2.  •  •  •  ■  ",1  i-l  )• 


21.  Celle  solution  donne  lieu    à  quelques  remarques  utiles.  Il    o-,l  clair  (|u"en 

ajoutaiil  les  équations   (5)  après  les  avoir  niulliiiliées  pai-  (1.^,  n.^ "nJr\    l''s 

coeflicients  de  x'^,  .r!,,  .....r^^j.,,  s'annulent.  On  a  ainsi  de-  rclalions  lionio- 
gènes  entre  c/| ,  «.,,  ....  c/«+i,  qui  diUerniinent  les  rapports  de  ces  (jnaulités.  lin 
siqiposant 


X,  Xo  X3 


ai.,  +  1       «2.,,  il       a■i,n-^ 


X,, ,  1 


M,X,+  M,\.,^...+  M„,iX„-, 


"1  :  "2  :  ".■)  : ...  :  "..,+1  =  Mi  :  M2  :  M3  : ...  :  M/m 
Mais  il  est  clair  ([u'on  a 


donc,  généralement, 

S. 


Ml  =  a,, 2  X  «3,3  X. . .  xa„  (.i,„+i  =  "1  :  d\ 


M/f  =  "/i  :  '/:         /r  =  r ,  9. «  -(-  I . 


I2 
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lui  niulli|)li^nil  donc,  piir  e\Pin|ile,  \,i  dniiiri-e  ligne  horizontalf  du  détcrmi- 
n;iMt  I)  |i;ir  </,  on  iilillciil  un  dôlciniiiiMn  I  doni  1rs  n)in<'nrs  (inl  les  \:dcurs^/|. 
r/j.  ...,  //,i+\-  *^"  \»iil  l'iH'  lii  '/i><^  /'">  l'i^iil  liiii jinirs  ilricriiiiiicr  ii  /lignes  dr 
I)  +  I  iwmhrcs  entiers  telles  qu'en  ajoulunl  une  (/;  -f-  ^'y''""''  lii;iie  et  fnnniiiit 
le  (léterniinaiU,  les  eeie/yieieiils  multipliés  dniis  ec  déti'iniindiil  pur  les  dif- 
jVrents  termes  de  ht  {  n  -f-  ,  y'""-  H<tj,c,  seiient  des  iioiidnes  donnés. 

(i'esl  là  une  |)ro|iosilion  donnée  p;ir  ]M.  Ilei mite  (.Av(//7/(//  de  Vrelle,  t.  i(>. 
p.  aCif),  qui  en  a  fiiil  une  applicalion  1res  iinporlanle. 

t*2.  l'.n  clierclianl  l'expression  de  x''['\  ./.,,  .  .  . ,  ^^,|  comme  fonctions  linéaires 
de  .r,,   ./'o, ''«  +  17  'l'i    Irome  d'aliord,  à   cause  de  />,  =  /(;,=...=  fe„_,_i  =  o. 

(  «1,02)  .r'i  =  «I  .ri  -h  «o.r-j, 
(rt,,n2,«3)^-'l  =  «1  J'i-I-  «i-ro-t-  «3^-3. 


( (ii.a,,  .  .  . ,  a„-,  i  }  ./■',"'  —  f/,,)',  ^-  a.,. 7-,.  .  .  -h-  fl/;  +  i.r„_^i, 

et    insulte   on    reeoniiait  (pic    K  s  expressions  cliereliées    se   présenlenl  sous    lu 
forine 

,r ',"   =  (  <■(,.;■,  +  «2.r,-i-.  .  .+  «„H.|,r„  +  ,  )  :  rf, 

.r'g  =  22,1 -''i  "*"  ''»,2-'"2! 


Le  déterminant  (K's  loiulions  linéaires  au  second  iiiemhre  est  évidemment  =  1. 
coniiiie  cela  a  lieu  pour  les  équations  (  ;")),  car  les  ilé'lei'iiiinants  des  deux  syslèiiies 
sont  r('ei|iro(pies  el  en  iiiéiiie  temps  des  iiomlires  entiers.  Ces  délerininaiits  sont 
donc,  tous  les  deux,  soit  =  +  1 ,  soit  =  —  1  ,  mais  il  est  lacili^  île  voir  que  c'est  la 
première  valeur  ijui  a  lieu. 

<  )n  voit  donc  que,  ('■tant  donni's  les   iiomlires  entiers 


0/1  pnurrii  trouver  leiu/oi/rs  n  lii;nes  tic  n  ■+■  1  nondues  entiers,  telles  ijii'en  les 
iijoutdnt  il  lu  lii^ne  dnnnée,  <in  nhlient  un  delerniinunt  éi^al  ku  p.  l;  ■  e.  d.  de 
</,,  (r,,  .  .  .,  <i„^\  ■ 

C'est  là  1111  résiillat  i.loiiL  on  a  soiuciit  hesoiii.  I  ,a  question  a  été'  posée  el  réso- 
lue ])ar  M.  Ilrrniite  [Journal  di'  Mu t héuintii/ues  iip])litiuées.  t.  \IV,  i!^49)- 
Nous  verrons,  dans  le  (Chapitre  111,  qu'il  est  exlrémemeiit  facile  de  déduire  d'une 
soluiiun  particulière  de  ce  prohlème  loiiles  les  solutions  possibles. 


su;    i.A    riiLoiiii'.  iii:s  NoMr.r.r.s. 
"13.  Il  comlcnl  lie  considi'i'ci'  plus  |)iirll(_iili<''i('mcnl  le  c;is  II 

«,  ,/■,+  >l2.r-,-T-  a-iJ-'i-i-  .  .  .-t-  «;,  +  |-ï"n  +  l  =  «. 
Si   l'on  ;\  ///  sol  11  lions  ilr  cri  le  éij  lia  lion 

/m,i       /'I,:       /.i,:.        •■■       /m.«  +  i       (  K,  I 

/;,.,    /;,,,    /j,,    ...    /..„+,     n\oi 
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/w,,,l        /.»,■.       /.•.„,;)        ...        /./».„.!         (K„) 

nous   (lirons  i|ii('  ces  soluticjns  soiil  in<l(''iiPnd(inl<'s.   lors([ur    k'^  (h'icri aiils  de 

(lci;rc  /;/  iloiil  1rs  (•lémenls  soni  puisés  dins  celte  niitrire  (cl  (|iic  nous  a|i|icllc- 
ron.s  les  ili'lcrniiniinls  de  ces  solutions)  ne  sont  |)as  Ions  nuls.  Il  c•^l  clair  iiirim 
svstème  de  solutions  indi'pendanLes  se  coinposcfa  loni  au  plus  di'  n  solutions,  car, 
les  nomlircs  r/,,  a,,,  .  .  .  ,  (7„_,_|  n'étant,  pas  tous  nuls,  le  dch'i'inmanl  de  /;  -f-  i 
solutions  est  loiijours  nul.  Ou  peut  représenter  une  solution  par  un  simple  smii- 
hole(R|)<pii  représente  ainsi  //  +  i  nombres  enllers.  pris  dans  iiu  ordre  iliicr- 
iiiiiK'. 

On  |iciil  (li-diiirc  des  soliilions  (' K,),  (  K.  ^ (  K„,  )  une  nouvelle  sidiilion 

I  1\,/,  ^  KW.,  — .  .  .-!-  \\,„t,i,  ), 
<lonl  les  l'Ii'ments  soûl 

/.|.,7,+  /.-j.j.^J-  /.j.,./;l -^-.  ■  •   -^  h,n,rl „,  ( /■  =  I  ,  7.,  .  .  .  ,  «  -i-  I  ). 

Nous  dirons  qu'un  système  de  solnlions  (K,),  (K.:;).  ..-,  (1^-»/)  forme  un 
syslruie  fiiinliuiu'iilal  de  solutions,  dans  le  cas  où  Ton  olillcnl  tniiies  les  solu- 
tions de  ri'ajiialion  proposi'e,  et  chaque  soliilion,  uii"  sciih'  fais,  en  donnanl  à 
/,.  t.^.   ....   /,„   toutes  les  valeurs  entières  de  — x  à   -+- y.  <laiis  rc\prcssioii 

(  K,/,  +  K., /o  '-•  •  •->-  l\m<,»  t. 

L'existeiH'C  de  ces  systèmes  l'oudamenlanx  ne  l'ail  pas  de  doute:  nous  axons 
(dileiin  di-jà  (  lln'orème  \  II  )  un  système  kuidaniiMital  coinposi'  de  //  solnlions. 

'l'iiitoiirMH  \  III.  —  Cil  ay.^tt'nic  f<)ii>l(ini<'iil<il  (le  sohilions  se  ciniiiiusc  iii'ces- 
s/iirciiienl  de  n  aolitdoiis  iiidi-pciiddiiles. 

IVahord,  les  solnlions  qui  com|ioseul  un  sxslèiue  londaineu  lai  (K,,  Kj.  .... 
K,„)sont  nécessairement  ind('pciidanles.  En  cllet,  dans  le  cas  coiilraire,  ou  sait 
(|'ii'il  existe   une  relalicni  identique 

(  K|  !/ ,  -I  ■  K»  Î/.2  + . . .  +  K ,„  //,„  )  =  o, 
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les  i/f.  //_. //„,  ii'i'lant  pas  tous  nuls.  On  obliendrail  tlonc  la  solution 

^1  =  .7-,  =  ...=  . r„_n  =  <_.. 
non  sonlcnicnl  en  prenant 
mais  encore  en  prenant 


ce  (pii  est   contraire  à  la  délinilion  d'un  système  fondamental. 

hl  en  seconil  lieu,  on  a  nécessairement  ///  =  /(.  En  eflet,  la  supposition  de  ///  <;  /i 
est  inadmissiljle,  car  il  en  résulterait  que  m  -+-  i  solutions  quelconques  ne  pour- 
raient jamais  être  indépendantes.  Or,  le  système  fondamental  qne  nous  avons 
ohleiiu  se  compose  efl'ectivemçiil  de  //  solutions  indéjiendantes,  dont  les  di'termi- 
nanls  (  d'après  le  n"  ^1  )  sont  ii/,  ;  f/  (  /,■  =  i ,  a,    ...,/?  +  i  l. 

'il.    <)n     s'assure     facileinent    (pie     /i     solutions     indépendantes     quelcompies 

(  K,),  (Ks) [^ii)  ne  fornn'nl  pas  toujours  un  système  fondamental  de  soln- 

liuns.  (lar  si  I  on  clierilie  à  rejui''scnter  une  solution  quelconque  par 

(  l\,/,  -I-  K,t,  -H  . .  .  +  h„/„  I. 

on    trouve   bien   toiipjurs  des    yalcurs   di'lerminé'es  pour   /,,  /o,    ...,  /„,   mais  ces 
valeurs  seront  en  !,;énéral  friictioinmircs. 

rin'.dr,]  .MI-:  l\.  -In  sysièinc  ilr  ii  soliilimis  iinlrpoidanles,  lel i/uc  le  plus 
grand  couiniiin  dL\iseiir  de  ses  déleriuiiianls 

:\li.     Mo M,„, 

est  =  \.^fi}rnH'  un  srsiènie  l'ondamenlal  de  stdiilions. 

I'2ii  elVet.  si  l'on  cherche  à  représenter  par 

,    (  K,  /,  -+■  K,  ^2  ^ . .  .  +  K„  /„  ) 


une  solulion  (juelconque  />,,  b,,  .  .  .,  ^„^.(,  on  obtient,  pour  déterminer  t^,!-, 

/„.  un  .système  fie  n  -f-  i    équations  linéaires,   mais  ces  écpiations  sont  conqiatibles 
à  cause  d(^  la   i  el.il  ion 

a [h^^  (i,h.i  + .  .  .  +  t/.„^,  ùii  i-\  =  o. 

On  peut  donc,  pour  déterminer  lesinconnues,  faire  abslractioa d'une  quelconque 
de  ces  équations,  et  l'on  obtient  ainsi  ii  ■+-  i  syslèmes  de  n  équations  dont  les  dé- 
terininanls  sont    M,,  AL M/,^.!.  La   valeur  de  //,    se    présentera    donc   sous    la 


sur»  i.A  Tiir.oniF.  df.s  nombres. 


/,:> 


forme 


/*  = 


M,        M., 


Pn+\ 


/'!./>> /'"+!  •'■tanldcsnombres  enliors.  Mais,  si  la  valeur  iVaclionnairo  Irrt'iliiclihli' 

de  //;  est  -.  s  divisera  M,,  ]\L ^^«+l•   <)n  a  donc   ,«  =  i .  c'esl-à-dirc  /,,  a   uiir 

valeur  ('/(//è/'e  et   les  solutions  indé|ieiidanlcs  iK,,  K^ K„  )  roiincnl   un   svs- 

lènie  (undaniental,  ce  qu'il  fallait  déinonlrer.  H  est  clair  (|nc  les  d('lcrniinanls  de 
/(  solutions  indépendantes  sont  proportionnels  à  a,.  11-2 "i,+  t  (  '""'  n"  :21  ). 

'rm';()iii:Mio   \.  —    Les  (IrliTiiiimiiils  il' un  système  fon/lniiienldl  de  s<ilii  limis 
S(i/i/,  <ihsl  raclinn  fdilc  des  si  Ligues. 

Désignons    par  (^A,),  (A;,), (A„)    le  système    fondamental    parliculiei-   <jur 

nous  avons  oLicnu  et  dont  les  déteiniinanls  sont  c//,  ;  d[k  =  1,  s,  ...,»+  1  ).  Aioi- 
(k,  ),  (Ko),   ...,  (  K„  )  étant  un  autre  système  fondamental,  on  aura 

(  Kl  K,  -r-  a^Ki  -i-,  .  ■+  a,j  K„  )  =  (  A,  ). 
(fl,K,+  p,K,-f^...+  p„K„)  =  (A,), 


(X|  K,  +  X2K0  +  . . ,+  X„K„)  =  (A„). 


On  voit  par  là  qu'un  délerminani  cpielconque  a/,;  d,  du  système  fondamental 
(A|),  (Ao),  ...,  (A„)  est  éi;al  au  di'terminnnt  correspondant  du  svstème  fonda- 
mental (R|),  (Ko),  (K„)  multiplié  par 


3(1        «2 

0.        rj 


X,    x,    ...    ; 

<)ri  a  donc  nécessairement  A±  1. 

La  liaison  des  divers  systèmes  fondamentaux  est  évidente.  On  voit  que  chaque 
système  fondamental  fournil  une  solution  du  problème  que  nous  a\()ns  considéré 
dans  le  n"  !21 . 

l2o.  La  iiK'tliode  la  plus  simple  pour  oljlenir  un  système  fondamental  de  solu- 
lions  se  fonde  sur  la  remarque  suivante. 

Supposons  que  l'un  des  coefficients  «,,  a^.,  . . .,  «,,+1  soit  ('gai  à 

d  =  {fil,  a.,  ....  a„+i  ), 

parexenqdc  fi,i^,  =  d.  Alors  il  est  clair  que,    pour  avoir  toutes  les  solulinus   de 
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réf] liai  ion    mdétcrillinée 

r( I  .r  1  -h  «0 .72  + .  . .  -T-  rt„  Xi,  ■+■  a,n-i  x,,  j_ ,  =  o, 

il  siiflil  de  donner  à  ./ , ,  .r^ r„  des  valeurs  entières  (|iieleon(ines  cl  à  .r,i+\  l;i 

\alciir  (  entière  aussi  )  qui  eu  est  une  conséf|uence.  On  a  donc,  dans  ce  cas,  ininié- 
iliatenieiit  un  s^slcnle  i'ondaniciital  di'  solutions  correspondanl  à  la  solution  iféné- 

rt  <  I ,  -^-  (l .-,  t  .1  -r-  .  .  .  -^  Il ,,  t  n 


t,,  ....  .r„  =  t„.  .r„  +  i  -■ 


d 


.Si  le  cas  particulier  i|uc  nous  avons  considéré  ne  se  présente  pas,  soit  «,  le 
coelliiieni  non  nui.  dont  la  valeur  absolue  est  la  plus  petite.  En  posant 

«o  =  A"|  «1 -4-  io,  i:ti  =  l'l<l  \-r-  (>i,  ....  «/n-l  =  /i«rtl  +  6„  +  i, 

.r\  =  ,r  1  -t-  /.■  1  x-i  -t-  k-i  .^3  -i- .  .  .  -i-  kn  .r„  4- 1 , 

on  aura  une  équation  transformée 

"i-'''|  —  b-iX-i  -(-  ^j  j-;)  H- . . .  -i-  6„4-i  .r„  +  i  =  o. 

l'ai-  un  choix  convenable  de  A,,  /.o,  ...,  k,i  on  peut  faire  en  sorte  que  le  plus 
petit  coellicient  de  I  équation  transformée  soit  moindre  que  a^  ou  même  lU'  siir- 
|)asse  pas:^c/|.  En  continuant  ainsi,  on  tombe  finalemcnl  sur  nue  éipialion  doul 
un  des  coefficients  est  f/ et  dont  on  peut  écrire  immédiatement  un  système  fon- 
damiMital  de  solutions  auquel  correspondra  un  système  fondamental  de  solu- 
tions <1(^  r('quation  proposée.  CiCtte  méthode,  qui  s"appli(|ue  é'i;alemcnt  à 
l'écpialiun 

«1  j"i  -H  r/o-r»  H-  .  . .  —  «„  +  i.7-„^|  =  II. 

se  Irome  dans  un  Mémoire  posthume  dEuler.  .Jacobi  l'a  lapjx'lée  à  I  allenlion  des 
géomètres  dans  un  Mémoire  également  posihunie  xJoiinial  ilc  ('relie,  t.  69.  p.  ai). 

î2t).    Les  nombres  a,  h,  c /  ('tant  premiers  entre  eux  et 

m  =  abc,    ....   /, 

Il  1  I-  I  ,  m     m  "'       . 

nous  savons  que  le  plus  irrand  commun  diviseur  des  nombres  —  ■  -r  ,   •    -i  -7  est 
11^  a       h  l 

=  1.  N  étant  lin  nombre  (juelconque,  on  ponrradonc  toujours   satisfaire   à  l'é'qua- 

lioii 

.,  /;;        ,    m  ,   m 

VS    =  a,    —    -Hi'i-; h  .  .  .^   li    -r  , 


c'esl-;"i-(lirc  on  aura 


siT,  i.A  Tiii:onir.  des  nomp.rf.s.  /jt 


N  «,        A,  /, 


ahc.l         ah  l 


\ 

On  verra  facilemiMil   (]ue  la  rracliiin  —i—--,   \^cv\   se    mcltrc  iriine    seule    ma 

nière  sous  la   (orme 

E  élanl  lin  enlier  positif  ou  néyalil  et 


I^a  solution  de  l'é(|ualion  indélerinince  r/.r  —  M  )'  =  i  a  oHé  donnée  en  Europe, 
pour  la  ])remière  fois,  par  iîachel  de  Méziriae  (  Problèmes  plaisants  et  déleclahlrs. 
(fid  se  font  par  les  ixiiiihii's.  ■','' édition  ;  162  j.  '1''  édition,  par  Laijosiie:  1SS41. 
lies  anciens  i^éoniètres  liindous,  lîliascara  el  iîraliiiiei^upla  eoniiai^saient  aussi 
di''jà  la  solution  de  ce  prohlènie. 

Le  prcddèiiie  du  n"  11  se  trouve  traité  coniplèlenient  dans  d'anciens  Livresd'A- 
riliniK'llipie  chinois.  On  v  trouve  non  sculenicnl  la  inélliiHie  Ar  (jauss(n"  \'?>\. 
mais  aussi  la  réduction  du  cas  général  au  cas  où  les  modules  sont  |)remicrs  entre 
eu\  (n"  15).  On  peut  \(iir  sur  cette  ipicstion 

RiERNATZKl,  Journal  de  Cri'lte,  t.  '.Yl. 

J.    BiciiTltAMi,  Jiatriial  ili'i  Savants.   i8Gc). 

\1\ttiiiksst;>.  Journal  de  Crcllc,  l.  !)|. 

La  fonction  C3(M)  a  ('té  considérée  pour  la  première  fois  par  Euler.  Les  Mé- 
moires d'EuIer  sur  l'Arithmétique  ont.  été  réunis  en  deux  volumes  {Leonhardi 
Euleri  (  'oninicnttiliones  aritlunetie<r  roll<-clir.  Petropoli,  1849).  J^""-^  cileroii> 
lonjours  cette  l'dition;  la  (onction  o  se  rencontre  dans  le  Mémoire  Theorcinata 
arilhnteticd  nova  methoilo  deiiionstrata ,  lyoïj  (tome  I,  j).  ■.'~\].  La  démonstra- 
tion d'Eiilei-  est  reproduite  dans  le  tome  II  de  V Algèbre  de  Serrct.  Le  tli('oi<' uic 
i;-j(f/j  =  M  est  dû  à  Giinss  (Disqitisitiones  arillimelicœ,  1801,  art.  3*,);  tome  I 
des  OEuvres  complètes). 

Les  théorèmes  de  Lagrange  sur  les  congruences  se  lroii\eiil  dans  le  Mémoire  : 
A'ouvelle  méltiddc  piuir  résoudre  les  problèmes  indèlertninés  en  nombres  en- 
tiers i^ŒLusres,  t.  Il  I  et  la  démonstration  des  Lliéorèmes  de  Fermât  et  d('  Wilsoii. 
(Siuvres,  t.  111,  p,  \i.\i  . 

La  considération  d'un  système  fondamcnlal  de  solutions  d'une  ou  de  pliisieiiis 
écpiations  indéterminées  est  due  à  M.  II.-J.  Ste|dicn  Snivtli  { l'hilos(ifdii<-id  Tran- 
sactions of  itte  Ito)(d  Society  for  tlie  year  iS(ii;  sol.  loi). 


(8  T.-J.    STIELTJES. 

l^l)us  iii(ln[iicrons  ici  les   principaux   ()iivia{;es  d'un   caractère  jjfénéral    sur  la 
lliéorie  (les  nciiiil)res  : 

('■viss.    l)is(jiilsili<tncs   urithnieticœ  i  (JEmrcs.  l.  II.  il   \    a  une  tiaduclioii   française  par 
l'oiillcU-Delislo. 

Lkgkndrk,   Tlit'iirie  des  nombres,  3°  t-diiioii. 

SjiVTii.   ItcjKirt  lin   llii-  tlicnrv  iif  Xuinbcrs  {  British   Association  Jor    l/ie  aihancemcnt 
of  Sriciire.    iSu).   iXfio,   i.SGi,   |86^>,   i863,    ibiGJ). 

(J'esl  là  un  résumé  exlrènieiucnt   im|)arlaiil  .-.ur  loulcs  les  parties  de  la  théorie 
di.'s  noinhi'es  auipiel  nous  aurons  à  emprunter  beaucoup  cic  choses. 

IjEJKrNK-Duiicni.KT,   ]'orlesiingen  iiber  Zahlenthcorie ,   lierau<gegi»beri  von  R.  DcclfUind. 
Dritte  Auflage,  1879. 

Si£iiiu:t,  Traité  d' Alirèbrc.   V  cililion.  t.  II. 
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CHAPITRE  III. 


EQUATIONS  LIxNÉAIRES  INDKTERMIiNÉES,  SYSTÈMES  DE  GONGRUENCES 
IJNÉAIRES. 


1 .   Considérons  le  syslènic  des  congruences 

"l'A  ^l '^  ''i.2-r-2  ->-■■■-*-  ai,n  =  3:,i^^  "/ 


(mo.lMi. 


St)il  A  =  \tijf,  I  le  déterminant  formé  avec  les  coellicients  des   inconnues,  puis 
y.i/i  le  coefllcienl  de  an  dans  A.  On  obtient  imnK'dialement 


Aj-,-^ï  (<I  ai, -t-   U2'-(-2,-i-  ■  ■  --r  U,iy.ni 


(  iiioflM  ). 


Supposons  qlie  A  soit  premier  avec  le  module  M,  alors  cette  dernière  relation 
détermine  une  valeur  unique  de  Xi  par  rapport  au  module  INI;  et  ensuite  il  est  fa- 
cile de  voir  ([ue  les  valeurs  de  Xi,  Xj,  .  . .,  .r„  ainsi  obtenues  satisfont  bien  aux 
conditions  proposées.  En  effet,  on  trouve 

A{«/i^i-^  <i  1-1X2  + ■  ..+  'iin3-„  )=  i",  I  iikkIM  ) 

et,  puisque  A  est  premier  avec  M,  on  peut  diviser  par  A. 

Le  système  des  congruences  admet  donc  une  solution  unique  dans  le  cas  parti- 
culier que  nous  considérons.  On  peut  ajouter  que  les  valeurs  de  Xj,  x-^^  ■  ••!  x,, 
satisferont  encore  à  la  relation 


(7„  +  l,l  J'i  +  <'«+!, 2-^'2  +  .  .  .+  0;i+l,/i  J"«  ^s  M,,^ 


(  mod  M  ) 


l'on 


(moilM). 


««+1,1       «n+l,«      "«+1 


En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  cette  dernière  congruence  peut  s'écrire  sous 
îtte  forme 


■i(  "«+1  —  ««+1.1 -ri  —  «,,+i,2.ro 


(nxul.M  ). 


*î.   Les  ri'siiiials  précédents  sont  ceu\  qui   s'offrent  immi'diatemcnt   lorsqu'on 
poursuit    lanalogie  évidente  qui  existe   entre   la  tbéorie   des   congruences  et  la 

S.  7 
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llléorio  des  éqiialions.  Mais  si  A  n'est  pas  |ireiiiior  avec  M,  une  ('liide  plus  appro- 
fondie est  nécessaire.  Elle  a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  H.-J.-S.  Sniilli, 
l't  nous  allons  exposer  sa  théorie.  Les  considérations  suivantes  interviennent 
non  seidement  dans  des  questions  de  la  théorie  des  nombres,  mais  elles  sont  en- 
core utiles  dans  beaucoup  de  théories  d'analyse  pure;  aussi  plusieurs  résultats 
isolés  ont  été  obtenus  antérieurement  par  d'autres  f;éonièlres. 

Nous  commencerons  par  étudier  les  équations  linéaires  indéterminées,  mais  il 
convient  d'abord  de  fiN.er  le  sens  de  quelques  expressions  dont  nous  ferons  usage. 

En  adoptant  une  expression  introduite,  croyons-nous,  par  M.  Sylvester,  nous 
appellerons  i/ta/ricc  un  Tableau  déforme  rectangulaire 


contenant  mn  quantités  données,  et  nous  dirons  que  cette  matrice  est  du  ty|>e 
/i  X  /)>.  Si  l'on  a  un  svsième  que]con([ue  d'écpiations  linéaires,  les  coefficients  des 
inconnues  constituent  la  matrice  de  ce  système.  Si  les  équations  ne  sont  pas  ho- 
mogènes, on  peut  ajouter  à  cette  matrice  une  dernière  colonne  formée  par  les 
termes  connus.  On  obtient  ainsi'  la  matrice  complétée  du  système.  Les  mêmes 
expressions  s'emploieront  dans  le  cas  d'un  système  de  congruences.  Les  éléments 
(li/i  seront  toujours  des  nombres  entiers. 

Les  déterminants  d'une  matiice  sont  les  déterminants  de  degré  le  plus  élevé 
(pie  Ion  peut  former  avec  les  lignes  ou  les  colonnes  de  la  nialrice;  ainsi,  dans  le 
cas  m  1  II,  ces  déterminants  renferment  n-  éléments  et  leur  nombre  est 

mil»  —  1  I . . .  I  //(  —  /(  ^  I) 
; =  (  '"  )« . 


Le  plus  ara/i'i  dniseiir  d'une  matrice  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
déterminants  de  cette  nialrice,  en  supposant  que  ces  déterminants  ne  soient  pas 
tous  nuls.  Dans  le  cas  m  =  n,  ce  plus  grand  diviseur  est  le  déterminant  même  du 
système  des  n-  éléments. 

Nous  désignerons  une  matrice  souvent  par  le  svmbole 

Il  A  il 
cl,  dans  le  cas  où  elle  est  du  type  n  x  /?,  |  AI  sera  le  déterminant.  Deux  matrices 

Il  A  II     et     IIBJI 
des  types  m  x  (m  +  n)  et  n  x  {/n  -+-  n)  sont  <le  tvpes  complémrntciires.   Il  est 
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clair  que  ces  malrices  ont  Ir  iiu'nio  nombre  de  délcrminanls,  et  l'on  ]i('iit  fiiirr 
correspondre  à  cliaque  délcrnilnanl  de||.'\.]|  un  délorminant  de  |IB]|  cl  ircipro- 
qiienienl,  de  la  manière  suivante. 

lîn  écrivanl  la  niaU'icc  |  B  ||  en  dessons  de  la  matrice  ||A||  on  ohlicnl  une  ma- 
trice 

Il  Ail 

||b|| 

i|ui  spi-a  du  type  ('«/ + /^l  X  ('"  +  « )  et  à  un  d(''lei'niinant  de  ||  A  ||  on  fera  cur- 
rcspondrc  le  ilétcrminant  de  |'  H  jj  avec  lequel  il  se  trouve  mull  iplii'  dans  le  di'-lei-- 
niinant  des  (m  +  // )-  ('li'menls 

I  ^  I 

Souvent  d  n"v  a  jias  d'inli'>rèt  à  l'aire  attention  au  sii;iie  d'un  di'teruiiiiant  d'uni- 
matrice,  mais  dans  le  cas  actuel  il  convient  de  faire  en  sorte  (uw  le  produit  des 
déterminants  correspondants  se  retrouve  avec  son  signe  dans  le  déterminant  des 
(/»  +  /()-  éléments. 

'^.  Les  déterminants  d'une  matrice  ne  sont  pas  indépendants;  il  e\isle  en  f;é- 
néral  un  grand  nombre  de  relations  identiques  entre  eux.  Nous  allons  nous  lendre 
compte  d'abord  de  la  nature  de  ces  relations  et  du  nombre  des  déterminants  qui 
sont  indépendants.  On  jiourra  considérer  dans  ce  numéro  les  éléments  de  la  ma- 
trice comme  des  quantités  arbitraires.  (Considérons  la  matrice 

/'    "1,1         «1,2        ••  •       «I,m-l-«. 
'    «2,1  «2,2         •  ■  ■        «2,m  +  ;l. 


du  type  nt  X  (/»  +  n).  Le  nombre  des  déterminants  est 

(  n  -H  I  )  (  «  -H  2  ) . . .  (  «  -t-  »(  ) 
I  .  ■>. .  3  .  .  .  m 

mais  nous  allons  montrer  qu'il  y  en  a  seulement  mn  +  i  qui  sont  iiKb'priidauls. 
Tous  les  déterminants  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  inn  +  i  d'eutic  eii\. 
Soit 

(■>■)  i  =  I  rt,7,  1  (/,/>  =  r .  -2 «)  ) 

le  (b'-leriiiiu.irit  formé  par  les  m  premières  colonnes  de  la  matrice.  Le  di'leruinianl 
nlilcnu  eu  remplaçant  dans  A  la  /' ""'  colonne  par  la  m  -\-  k"'""'  colonne  de  la  matrici' 
sera   dé'signc'    |]ar   A,  „,_^/, .    On    di-duil   ain-.i    de    A  mn    nouveaux   (b'iei-miiianls,    / 
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variant  de  i  à  m,  /.'  de  i  à  t> .  On  pourra  les  disposer  dans  le  Tableau 


(3) 


Ai.m+l       A-2,m+.  ...       ^2 


Les  mn -\- \  déterminanls  A,  Li^„,+k  sont  indépendants;  on  peut  trouver  une 
matrice  pour  laquelle  ces  déterminants  ont  des  valeurs  données  d'avance.  Prenons 
d'abord  arbitrairement  les  éléments  rt,v;  de  A,  avec  la  seule  restriction  de  vérifier 
la  relation  (2).  On  a  ainsi  les  m  premières  colonnes  de  la  matrice.  On  peut  dé- 
terminer ensuite  la  /« -|- A'^'"°  colonne  par  la  condition  que  les  déterminants 
A(,m+A  (?  =  I ,  ■',  • .  ..  m)  prennent  des  valeurs  données.  En  effet,  on  obtient  ainsi 
nt  écpiations  linéaires  pour  déterminer 


F^e  déterminant  de  ce  système  est  A"'~',  mais,  en  le  résolvant,  on  trouve  simple- 
ment 


(4) 


i  =  r ,  2,  3,  .  . 
A=i,  2,  5,  .. 


h/.):  A, 


La  vérification  de  ces  valeurs  est  du  reste  imméiliate,  et  l'indépendance  des 
nin  -4-  I  déterminants  A,  A/^„,_,_a  est  manifeste. 

(Considérons  maintenant  un  autre  déterminant  A' de  la  matrice.  Il  contiendra 
/.   ((lionnes  ap|iarlenant  aux /i  dernières  colonnes  de  la  matrice  {b  1  2);  soient 


m  +  Xi,         Hi  -H  X2, 


X/.. 


les  rangs  de  ces  colonnes.  Les  autres  m  —  k  colonnes  de  A'  appartiendront  aux 
w  premières  colonnes  de  la  matrice,  c'est-à-dire,  ce  sont  des  colonnes  de  A.  Soient 


les  langs  des  colonnes  de  A  qui  ne  figurent  pas  dans  A'.  En  remplaçant  alors 
dans  A'  les  éléments  f/i,„,+A  par  leurs  valeurs  (4),  on  obtient,  à  l'aide  des  propriétés 
élémentaires  des  déterminants,  la  formule 


Ci) 


Au.., 


->,      Aji,,,„  +  ),. 


Aa,,m+)., 


A*-i . 


Aai,m  +  )., 
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Ainsi  tous  les  délerniinants  do  la  malrice  s'exprimenl  rationnellement  au  moyen 
des  mil  -+-  I  déterminants  A,  A/,,,,^^.  On  volt  que  A'  est  égal  à  un  déterminant  mi- 
neur du  dri;ré  /. ,  puisé  dans  la  ni;Urice  (3),  divisé  par  A*  '.  I^e  nombre  des  déter- 
minants tels  cpie  A'  est 

(//i)2(n)2+  (m  ):,(«  ):,+  (  m)i(n)i-^ .  .  . 

=  {m  -h  ri  ),„  —  ( m  )o  ( h  )u  —  (  /"  )i  (  /!  )i  =  (  '"  -+-  «  )/;;  —  { inn  -h  \  t. 

/ù/i/a lions  liiiéaii-rs  i/K/c/crminr'es. 
4.   Considérons  d'abord  le  système  linéaire  et  liomogène 

l  a,  ,.r,  -+-  Oi  ,.r.j  -\-  .  .  .  -^  a,-  ,„4_„.r,„+„  =  o, 

(I) 

(  i  =  r  ,  2,  .  .  . ,  m. 

Nous  supposerons  (jue  ces  équations  sont  linéairement  indépendantes,  c'est- 
à-dire  que  tous  les  déterminants  de  la  matrice  de  ce  système  ne  sont  pas  nuls.  Le 
plus  grand  diviseur  de  la  malrice  a  alors  une  signification  précise,  soit  d  ce  plus 
grand  diviseur. 

Le  moyen  que  nous  emploierons  pour  trouver  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers  consiste  dans  l'introduction  de  nouvelles  inconnues. 

Au  lieu  de  ./'i,  ...,  .f'm+H,  on  peut  introduire  de  nouvelles  inconnues,  en 
posant 

Xi  ^=  Cij  a:'\  -\-  c,- 2  .r'.,  -i-  .  .  .  H-  ('/,/«-!-«.?')„+„ , 
I  =  i,  2.  .  .  .,  m  -h  n . 

Les  Ci^/t  seront  des  nombres  entiers,  et  nous  n'emploierons  que  des  substitutions 
dont  le  déterminant  |  c,;a  |  =  ih  i  . 

On  peut  alors  exprimer  réciproquement  les  x]  par  des  Ibnctions  linéaires  à  coef- 
ficients entiers  des  x,,  et,  comme  nous  ne  considérons  queles  solutions  en  noudjres 
entiers,  le  système  transformé  sera  absolument  équivalent  au  système  donné, 
c'est-à-dire  à  deux  solutions  distinctes  d'un  des  systèmes  correspondront  toujours 
deux  solutions  également  distinctes  de  l'autre. 

Parmi  les  déterminants  de  la  matrice  de  (  I)  (pii  ne  sont  pas  nuls,  il  y  eu  aura 
au  moins  un  dont  la  valeur  absolue  est  le  plus  petit.  Nous  pouvons  supposer,  en 
adoptant  la  notation  du  n°  3,  que  A  soil  ce  déterminant  minimitit».  Supposons 
d'abord  (pie  tous  les  déterminants  ^i^m+k  soient  divisibles  par  A.  Alors  il  est  clair 
que  l'on  obtient  la  solution  la  plus  générale  de  (I)  en  donnant  à  .r,,,^.,,  x^j^-^,  .... 
■''m+ii   des    valeurs    entières  absolument  quelconques  et  en  <léterminnnt   ensuite 
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^1,  . . .,  x„,  par  les  formules 

•n  =  —  iAi.m  +  \^m^\-^  i^i^m  +  i^m+l.  +  ■  ■  ■  -^  A,-,,„  +  „.r„,^-„  )  :  A, 
(  /'  =   I  ,  2  ,    .  ..  m). 

On  \oil,  du  rcsic,  par  la  formule  (5)  du  n"  3,  que,  lorsque  A  divise  tous  les 
A;.m4_A;  il  divisera  lous  les  délerminanls  de  la  malricc,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir 

Mais  supposons  que  A  ne  divise  pas  tous  les  A/  „,_|_;;  et,  par  exemple,  ne 
divise  pas  A,,,,;^,.  Alors,  on  peut  toujours  trouver  un  entier  f  tel  que  la  valeur  ab- 
solue de 

soit  inférieure  à  celle  de  A.  La  substitution  de  déterminant  +  i 

.Ci        =  ■'r'i         (('=  1 ,  -2,  ■>,...,/»,  »î. -t- 14,  »i -t- 3  ,...,/«-)- /i), 

transformera  alors  le  svstème  (I  )  dans  un  autre  système  dans  lequel  un  des  déter- 
minants est  A,  „,_^|  — c\.  Le  déterminant  minimum  du  système  transformé  est  donc 
plus  petit  (en  valeur  absolue)  que  A.  Si  ce  déterminant  minimum  ne  divise  pas 
tous  les  autres  déterminants,  on  pourra  encore  le  diminuer  par  le  même  procédé. 
11  est  clair  que  l'on  finira  par  trouver  un  système  transformé  dans  lequel  le  déter- 
minant minimum  divise  tous  les  autres  déterminants,  et  dont  on  peut  écrire  alors 
immédiatement  la  solution  la  plus  générale.  Cette  solution  renferme,  (-omme  nous 
lavons  vu,  n  indéterminées  auxquelles  on  peut  donner  toutes  les  valeurs  entières 
de  —  00  à  +  co. 

Tui;or,KME  L  —  On  obtient  toutes  les  solutions  du  système  (\),  et  ehar/iie  solu- 
tion une  seule  fols,  par  les  formules 


(H) 


:r,- =  fi, ,/<, -4- p,,,V, +  ...  +  ?„,,•/„, 
a  =  \  ,■?.,...,  m  -~  n), 


en  donnant  à  /,,  /,,  ...,  /„  toutes  les  valeurs  entières  de — xà  +00. 

11  est  clair  qu'en  substituant  les  expressions  (11)  dans  le  système  (1),  les  coeffi- 
cients de  /(,  /i,   ...,  /„  doi\ent  sanuuler. 

On  obtiendrait  donc  encore  des  solutions  de  (l)en  donnant  à  <,,  .  .  .,  /„  des  va- 
leurs fractionnaires.  Mais  il  est  clair  que  l'on  ne  peut  jamais  obtenir,  de  celle 
façon,  une  solution  de  (1)  en  nombres  entiers,  car  toute  solution  entière  corres- 
pond à  un  système  unique  de  valeurs  entières  de  /,,  . .  .,  l„. 
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Pour  oljtcnir,  (Ittns  un  cas  donné,  la  solution  générale  sous  la  forme  (11),  il  sera 
|)lus  praliquc  de  procéder  autrement.  On  cherchera,  |)ar  exemple,  par  la  mé- 
lliode  d'iuiler  (("iliap.  Il,  !2.j),   la  solution  générale  de 

«1,1  ■''1+  «i,2-^-2  +  ...-+-  C(|,,„+„.r,„+„  =  o, 

qui  renferincra //;  + /; — 1   indéterminées,   puis  on   introduira  ces  valeurs  dans  la 
seconde  équation 

«2,l-^'l  +  «2,2-''-2+  •  •  •  +  ('i,m+ii^'m+u  =  l'i 

etc.,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  les  ?)i  relations  données. 

Si  l'on  transforme,  comme  nous  l'avons  fait,  le  système  (I),  il  est  clair  (mic  loul 
déterminant  du  système  transformé  est  une  fonction  linéaire  à  coefficients  entiers 
des  déterminants  de  (I),  et  réciproquement.  On  voit  par  là  que  le  plus  grand  di- 
viseur des  deux  matrices  est  le  même  et,  par  conséquent,  dans  le  procédé  que  nous 
avons  employé  plus  haut,  ou  trouvera  finalement  un  svslème  dont  la  malrlce  a  un 
déterminant  niinimuin  égal  à  ±  t/. 

o.   Considérons/-  solutions  du  système  (!) 


que  nous  désignerons  quelquefois  aussi  par  de  simples  lettres  A,,  A-,,  ...,  A,.,  (jes 
solutions  sont  indépendantes  si  tous  les  déterminants  de  degrés  /■  ne  sont  pas 
nuls.  Il  est  clair  que  l'on  peut  trouver  tout  au  plus  n  solutions  indépendantes,  car, 
puisque  toutes  les  solutions  sont  comprises  dans  les  formules  (II)  (n"  i)  qui  ne 
renferment  que  /;  indéterminées,  n  -+-  1  solutions  ne  sont  jamais  indépendantes. 
En  multipliant  les  solutions  précédentes  par  /,,  t.^,  .  ..,  /,.  et  en  ajoutant,  on  oh- 
tienl  une  nouvelle  solution 

A|  /,  +  \.,t,  -)-...  -H-  A,.t,. 
dont  les  éléments  sont 

j-,—  i.\,il\  +  y.ijt-i+  ...  —  y-r.it,.. 

Nous  dircHis  que  les  soliilions 

A,,     A„     ...,     A, 

iorment  un  système  f(ind<ii)ien  lui  de  sailli  ions,  lorsque  l'on  ohlieni  loulcs  les 
solutions  j)0ssihlcs,  et  cha(piç  solution  une  seule  fois,  en  donnant  à  /, ,  /;,.  .  .  .,   /, 
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les  valeurs  enllères  de  —  30  à  +  co.  L'existence  de  ces  syslèmes  fondamenlaux  de 
solutions  ne  fait  pas  de  doute,  car  nous  savons,  par  le  théorème  I,  que 

p,-,„     P,-,     ...,     k™+« 

(  (   =    t ,  2,    .  .  .  ,  «  ) 

est  un  tel  système. 

Théorème  II.  —  Un  système  fondamental  de  solutions  se  compose  de  n  solu- 
tions indépendantes. 

Ce  théorème  est  une  généralisation  du  théorème  VIII  du  Chapitre  11;  la  démon- 
stration est  exactement  la  même. 

La  matrice  formée  par  /;  solutions  indépendantes,  ou  par  un  système  fondamen- 
tal de  solutions,  est  du  Ivpe  n  x  (ni-\-  n),  donc  du  type  complémentaire  de  la 
matrice  du  système  (1). 

Considérons  la  matrice  du  svstème  (1)  et  la  matrice  formée  par  /;  solutions  in- 
dépendantes 

«l,n         «1.2,         •■••       f>l.n,-^n, 


0„,  I,       «m, 2,        ■  •  .  ,       «/; 
«1.1,.      «1,2,         •••,        «1 


Les  relations  qui  existent  entre  ces  nombres  se  réduisent  à  ceci  :  que  la  somme 
obtenue  en  multipliant  les  éléments  d'une  quelconque  des  m  premières  lignes  par 
les  éléments  correspondants  d'une  des  n  dernières  lignes  est  nulle. 

On  voit  donc  qu'il  y  a  une  réciprocité  complète  entre  les  deux  matrices,  et  si 
l'on  considère  le  système  indéterminé 

«/,l-^l  +  «(,2  3'2  ^  .  .  •  +  '^i.ni+n-i'm-i-ii  =  O 
((■=   1,2,   .  ..,l>), 

les  nombres 

n,-,!,     «,-,2 ai,m+ii 

(  i  =  I,  2.  .  .  .,  m), 

en  donneront  m  solutions  indépendantes. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n"  2,  on  peut  faire  correspondre  à  chaque 
déterminant  de  la  matrice  ||  «(,a  ||  un  délerminanl  de  la  matrice  ||  a,  ,(  ||  d'un  sys- 
tème de  /)  solutions  indépendantes. 

TnÉoniiME  III. —  La  matrice  d'un  système  fondamental  de  solutions  a  l'unité 
pour  plus  grand  diviseur. 


SUR    I,A     rriKORIR    DKS    NOMBRES.  3  7 

(>(insiclérons,  en  clTcl,  les  ("orimiles 

['■=  I.' (m-^  n)] 

i|ui  iciilciriiLiil  la  soliuion  la  plus  générale.  Il  est  clair  (l'ahiiid  que 

(p,,,fi,,.,...p, ,,„+„)  =  !, 

car,  SI  ces   nonihres   élaienl   loiis  divisibles  par   c^i,  on  Ironverail  um-  sdlnlion 

entière  en  posant  /,  ^  -  i  ce  (jui,  on  le  voit  facilement  d'après  c(^  cpic  nous  avons 

dit  pins  haut,  est  contraire  à  la  nature  d'un  système  fondanieiilal  de  solutions. 
Ensuite,  je  dis  que  les  déterminants  de  la  matrice 

i^,,„       P,,„        ...,       p,,„,+„ 

ont  aussi  i  pour  plus  t;rand  couiinnn  diviseur.  Car  si  ci'S  déterminants  etaieni  tous 
divisibles  par  c  >  i,  c  ne  divisera  pas  tous  les  éléments  de  ia  première  ligne,  pai- 
exemple  v  ne  divisera  pas  [ji,i;  mais  alors  on  trouverait  encore  une  solution 
entière  en  posant 

c  '  c 

ce  qui  est  impossible. 

Ensuite,  je  dis  fjuele  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice 

[^1...  h.-2 p.,'.-". 

p,,,,  ?,,,,  ...,  p,,„,^,„ 

Bri.        (^3,,,        ...,        p3,m  +  « 

est  encore  =  i.  Car  si  ce  plus  j^rand  diviseur  était  c  >■  i ,  c  ne  diviserait  pas,  par 
exemple,  le  déterminant 

I  ?■:,.  h.-i  r 

et,  en  posant 

I     p2,l        p2,2     I  I      fi:i,l        ?3,i    I  I      pl,l     fi], 2     I 

''  "  I  p3,i  h.-2  r  '     ''  ~  I  1^1.1  pi,2  r  "'      ''  "  I  p2,i  h.o  I  ■  '" 

on  trouverait  encoie  une  solution  entière,  ce  qui  est  impossible. 

Il  est  clair  que  l'on  peni  continuer  ainsi,  pour  arriver  au  théorème  énoncé. 

S.  8 
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6.   En  cherchanl  à  pxjnimer  une  solution  quelconfuic 


|);ir  un  système  fondamental  de  solution  p,^*.  on  est  amené  à  déterminer  n  incon- 
nues t,,  t2,  . .  -,  t,i  par  m  -+-  't  équations 

(j  =  I,  2,  .  .  .,  «i  -^  «). 

On  sait  d'avance  qu'il  existe  une  solution  unique  et  en  nombres  entiers;  ce  sys- 
tème linéaire  doit  donc  présenter  certaines  circonstances  particulières.  Nous  allons 
montrer  qu'elles  se  réduisent  à  ceci  :  d'abord  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  du 
système  est  =  i ,  ensuite  tout  déterminant  de  la  matrice  complétée  est  nul,  car  celte 
matrice  complétée  se  compose  de  /i  +  i  solutions. 

Théorème  IV.  —  Un  sjslème  de  m  +  /;  éqiiatio/is  entre  n  inconnues 

(  f    =  I  .  2 ,    .  .  .  ,   7)i  -4-  7Ï  ) 

admet  toujours  une  solutioti  unique  et  en  nombres  entiers,  lorsque  le  plus 
ffrand  dii'iseur  de  la  matriee  du  système  est  =  i  et  que  tous  les  déterminants 
de  la  matrice  complétée  sont  nuls. 

Nous  ajouterons  un  théorème  analogue  sur  les  congruences. 

Théorème  V.  —  Un  système  de  m  4-  /;  congruences  entre  n  inconnues 

a/=  p,,;^i  -)-  ^2,1/2  +  .  •■  ^  ?«,/'«         I  "lod  M), 
(  i  =  I,  2 ni  -^  n) 

admet  toujours  une  solution  unique,  lorsque  le  plus  grand  ch\'iseur  de  la  ma- 
trice du  système  est  premier  acecM  et  que  tous  les  déterminants  de  la  matrice 
complétée  sont  ss  o  (mod  M). 

Il  suffira  de  démontrer  ce  dernier  théorème;  nous  pouvons  écrire  les  congruences 
données  ainsi 

A,-  ^E  a,-         (  mod  M  ),         (  /  =  i ,  2,  .  .  . ,  »!  ^  «  ). 

les  A,-  étant  des  fonctions  linéaires  en  /,,  . . .,  t„-  Considérons  le  déterminant  mini- 
mum A  de  la  matrice  de  ce  système.  Si  A  divise  tous  les  autres  déterminants,  il  sera 
premier  avec  M  d'après  noire  hypothèse.  Les  n  congruences  correspondantes  ad- 
mettront alors  une  solution  unicjue  et  cette  solution  satisfera  aussi  à  toutes  les 
autres  congruences  [voir  le  n"  1). 
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•^9 


Mais  si 


A^1P,V,  I  (>\/,  ^1,2, 


■n) 


•  divise   pas  Ions   les  aiilrcs  (lélerininants,    il    ne    divisera  pas,  par   exemple,    1<^ 

■leiniinaiil 

|3,,„,,     p,,„+,      ...      ?„,„. 

?,.,  h.^  ■■■         P«,3 

Mais  alors  im  pourra  rciiiplaeer  le  sjsièiiie  donné  jiar  le  sysiènie  i'i|ui\alent 

A,ss  a,-         (  j  =  1 ,  2,  . . . ,  «.  rt  -f-  ?,,  «  -+-  3,  .  .  . ,  «  -I-  /(( ). 
A„+-|  —  c.\|  ^  a„_n  —  ca,. 

el  (-e  nouveau  système  aura,  pour  une  valeur  convenable  de  c,  un  déterminant  mi- 
nimum plus  petit  que  A.  On  pourra  ainsi  diminuer  le  déterminant  minimum  jusqu'à 
ce  (|ii'il  soit  devenu  égal  au  plus  grand  diviseur  de  la  malriee  doniién'.  Il  divisera 
alors  tous  les  autres  déterminants  et  l'on  est  ramené  au  cas  (|ue  nous  avons  consi- 
déré d'abord. 

Le  théorème  IV  peut  se  démontrer  d'une  façon  toute  semblable,  ou  encore  parle 
raisonnement  que  nous  avons  (ait  dans  la  démonstration  du  théorème  IX  (Cha- 
pitre II). 

Nous  indiquerons  encore  une  autre  démonslralion  du  théorème  V. 

Si  l'on  ('crit 

M  =  P  X  Q  X  R  X  . . . , 

où  P,  Q,  R,  ...  sont  des  [)uissances  de  nombres  premiers  distincts,  on  reconnaît 
facilement  que  les  congruences  données  admettent  une  solution  unique,  par  rapport 
à  chacun  des  modules  P,  Q,  R,  . . .,  d'où  l'on  peut  conclure  qu'elles  en  admettent 
aussi  une  par  rapport  au  module  M. 

T.   Multiplication  des  niatriccs.  —  Soit 

i  =  i,  "?.,  . . . .  n 

A'  =  I,  2,  .  .  . ,  m  -^  Il 

OU  II  A  II  une  matrice  du  tjpe  n  x  («i  +  ii),  {m  ^  o), 

Il  c/j/\     ((■,  A-  =  1,2 n), 

ou  ||C||,  une  matrice  du  Ivpc  n    -:  //.  nous  i'epri''sen(erons  p 

||G||x||A||  =  ||A'|| 
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une  matrice  du  même  type  que  ||  Aj|  et  dont  les  éléments  sont 

"'i,k  =  C,-,iOi,i  -^  Ci.iCt-i^k  +  .  .  .  -f-  C,_a>l,i.k 

'  j  =  I,  2 n 

^Â-=  I,  2 m  -^  n 

Lorsque  ||  C)  ||  est  encore  du  lyjje  /;  X  ",  nous  (-crirons 

|lC,||x||A'||  =  ||Ci||x||C|lx||A||. 
el  il  est  facile  de  voir  cjuc 

||C,|lx||Cllx||A||  =  j||C,!|xl|GllJx|lA|l. 

Mais  on  ne  peut  pas  permuter  les  deux  matrices  dans  im  produit,  et  si  I  on  lon- 
sidèrc  un  produit  de  plusieurs  facteurs 

|C„!|  xl|C„-,llx...xl|C||x|lA|l, 

on   sujjpose  toujours  que  toutes  les  matrices  ||Ca||  sont  du  type  n  x  /i  :  seule  la 
matrice  \\  A  ||  peut  être  du  type  /)  x  (m  +  n),  le  produit  est  toujours  du  même  type 

que  II  A  li. 

Il  est  clair  que,  lorsque 

||A'||  =  ||C||xl|A||, 

tout  déterminant  de  ||  A'||  est  égal  au  déterminant  correspondant  de  ||  A||  multiplié 
par  le  déterminant  |C  |.  Les  déterminants  correspondants  de  ||  A  ||  et  ||  A' ||  seront 
proportionnels  et  si,  en  particulier,  le  [ilus  grand  diviseur  de  |  A  |   est  =  i ,  le  [)his 
grand  diviseur  de  ||  A'  ||  sera  la  valeur  absolue  de  |  C  |. 
Dans  le  cas  où  le  déterminant 


C„.i        C„,2 

nous  désignerons  par  ||  C||~'  la  matrice 


^Yl.-2.         SÏ-2,2, 


ji^k  étant  le  coefficient  de  r,^/i  dans  le  déterminant  |  C  ] 
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Gr 


On  voit  que 

cl  (le  hi  rrhilion 
on  peut  Cdocliiri 


lC||x||C]hi=|iC|l-'x||Cl 

llA'|!  =  |lC||x||A|! 
l|A||  =  ||Ci|->x||A'l| 


I      o 

O       I 


8.  Soit  II  A  II  l;i  matrice  formée  par  n  solulions  inflépendanles,  ||B||  la  malriec 
formée  par  un  système  fondamental  de  solutions. 

Puisque  les  solutions  de  ||  A|[  peuvent  se  déduire  du  svslèrne  fondamcnlal  j|  B  1  , 
cela  levienl,  avec  notre  nouvelle  notation,  à  dire  que 

Il  A  II  =  il  C  II  X  II  B  11. 

Il  est  clair  que  le  plus  grand  diviseur  de  ||A||  est  =±[C|,  et,  dans  le  cas 
|C|=±i,  Il  A  II  est  évidemment  aussi  un  système  fondamental  de  solutions, 
car 

||B||  =  |lC||-'x||A|!. 

Si  l'on  considère  plusieurs  systèmes  de  n  solutions  indépendantes,  ou  de  sys- 
tèmes fondamentaux,  les  déterminants  correspondants  seront  loujouis  propor- 
tionnels. 

Théorème  VI.  —   Lorsque  le  pli/s  i^raiid  diviseur  de  ht  matriee 

lllîll     (lu  ivpe  «  X  (7?î -i- /!  ) 
est  ^  i,  et  que  les  déterminants  d'une  matrice 

Il  A  II     (lu  type  n  x  (m  -i-  n  ) 

sont  proportionnels   aux    déterminants  correspondants  de   |jH|[,   on  a  tou- 
jours 

l|A||  =  ||C||x||B|l 

et  la  matrice  \\  C  \.  est  unique. 

En  effet,  on  obtient  pour  déterminer  c,  , ,  c',',2)  •  •  •>  Ci.u  les  équations 

"!,/,■  =  Cijbtj,-  ■+-  Ci^ybi./i  -I-  ...  H-  Ci^nbn.k' 
k=  \,-i. (to  -i-  n). 
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Un  déterminanl  quelconque  de  la  nialricc  complétée  de  ce  système,  lelque 

^1,1  ^2,1  6/i,l  "/M 


/'un. 


l>n.n  +  \       Oi.n-t 


est  nul,  car  d'après  la  proportionnalité  supposée  entre  les  déterminants  de  j|  A||  et 
de  II  B  ||,  il  est  permis  de  remplacer  partout  6,-  ^  par  «/^Ai  à  condition  de  diviser  après 
|)ar  un  certain  nombre  entier  le  facteur  de  proportionnalité. 

Mais  on  obtient  ainsi  un  déterminant  avec  deux  colonnes  identitpics.  Donc, 
d'après  le  théorème  IV,  il  existe  un  système  et  un  seul  de  valeurs  r,., ,  c/^o,  .  . .,  c,,„ 
qui  satisfont  à  la  question. 

On  voit  qu'une  matrice  du  type /;  x  (/«  +  n)  dont  les  déterminants  (non  tous 
nuls)  sont  proportionnels  aux  déterminants  de  la  matrice  ||  B||  formée  avec  un  sys- 
tème fondamental  (ou  avec  n  solutions  indépendantes)  est  nécessairement  com- 
|)0sée  avec  n  solutions  indépendantes. 

Théorème  VII.  —  Les  délerininants  d'une  matrice  formée  par  n  soli/lions 
indépendantes,  du  type  n  x  {m  +  /;),  son/  proportionne/s  aux  déterminants 
correspondants  de  la  matrice  du  type  m  x  (m  +  n)  du  système  indéterminé 
donné  (I).  E/i  particulier,  un  déterminant  d'un  système  fondamental  de  solu- 
tions est  égal  au  déterminant  correspondant  du  système  (I),  divisé  par  cl. 

Il  suffira  de  faire  voir  que  le  théorème  se  trouve  vérifié  pour  un  système  particu- 
lier de  n  solutions  indépendantes.  Un  tel  système  peut  se  déduire  des  considéra- 
tions du  n°  3.  Supposons  que  le  déterminant  A  ne  soit  pas  nid,  alors  on  a  le  système 
suivant  de  n  solutions  indépendantes 

Ai^„,4.i,      Ao  „,+i,       ....     A„,  ,,,4-1.      — A,  o,     o o, 

Al  ,„+,,      A.1  ,,,+5,       ....      A,,,  ,„+.,,  o,      — A,     o,      ....  o, 


A|_„,+„,      Aj^,,,-^,,,      ...,     A,„,,„+„,  o,  o,     o,      ...,     — A. 

En  effet,  ce  sont  là  bien  n  solutions,  car  on  a  [form.  (4)  du  n"  3] 

«,,I  A, ,„,+/,  -h  a,-,2^2,m+A-  -i-  .  .  .  H-  «i,m  A"i  .'«+'1  ~  "i,m^k^  —  O- 

Ces  solutions  sont  indépendantes,  car  l'un  des  déterminants  est  ( —  A)". 

El  si  l'on  considère  maintenant  les  déterminants  de  cette  matrice  qui  correspon- 
dent aux  mn  +  i  déterminants  que  nous  avons  considérés  dans  le  n"  3,  on  reconnaît 
immédiatement  qu'ils  n'en  diffèrent  que  par  le  facteur  ( —  i)"  A"  ',  et  cette  propor- 
tionnalité s'étend  aisément  aux  autres  déterminants. 
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Plus  géïK'ralenicnl,  on  peut  obtenir  /(  solutions  indépendantes  ainsi.  Soit 

,1         •••       «l.m+, 


D: 


Puisque  tous  les  déterminants  de  la  matrice  donnée  ne  sont  pas  nuls,  on  pourra 
choisir  les  nombres  Ci^/,,  de  manière  que  D  ne  soit  pas  nul.  Désignant  alors  par  C,j; 
le  coefficient  de  c,^^  dans  D,  il  osl  clair  que  l'on  a  le  système  suivant  de  //  solu- 
tions 


et,  d'après  un  théorème  connu,  un  déterminant  quelconque  de  cette  matrice  est 
égal  au  déterminant  correspondant  de  la  matrice  ||  «;,/,  ||  multiplié  par  D"^'. 

n.   Nous  allons   résoudre  maintenant    le   problème  suivant .  Etant  donni'e  une 

matrice 

IIAll, 

du  type  n  x(7«  +  «),  dont  rf  est  le  plus  grand  diviseur,  trouver  toutes  les  solullons 

de  l'éfpiation 

l|A||  =  i|G||x|iB||, 

le  déterminant  |  C|  étant  ±  d.  Il  est  clair  que  le  plus  grand  diviseur  de  ||  B||  est  i. 
et  si  l'on  a  trouvé  une  matrice  dont  les  déterminants  sont  proportionnels  à  ceux  de 
Il  A  II  et  dont  le  plus  grand  diviseur  est  =  i,  on  pourra  la  [irendre  pour  |]  R||;  la 
matrice  ||  C||  s'en  déduit  d'après  le  théorème  VI. 

On  peut  obtenir  une  telle  matrice  ||B||  en  considt'ranl  le  système  indél('iinin(' 
dont  la  matrice  est  ||  A||.  On  cherchera  m  solutions  indépendantes  formani  une  ma- 
trice Il  A'||.  Ensuite,  on  cherche  un  système  fondamental  de  solutions  du  sxsièmc 
indéterminé  dont  la  matrice  est  ||  A'  ||.  La  matrice  formée  [lar  ce  système  fondamcn- 
lai  satisfait  évidemment  aux  conditions. 

Mais  voici  une  autre  méthode  qui  sera  préf('Table  ordinairement.  Divisons 
d'abord  la  première  ligne  horizontale  de  ||  A  i|  par  le  ])lus  grand  coininiin  diviseur 
des  nombres  qu'elle  renferme,  ma  ainsi  la  matrice 

^1,1.         ^-1,2,  ••■.        (',,„,  +  „, 

"•2,1.         «2,2 1         ■•■.        «Î.OTJ-,,, 


««,l!       <l«,2!        •  •  •  1       C  11,11 
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Soil  iiiaiiitcnanl  f/,  le  [)liis  grand  commun  diviseur  de  la  matrice  formée  avec  les 
deux  premières  lignes.  Je  dis  ([uc  l'on  pourra  déterminer  un  nombre  x  satisfaisant 
aux  congruences 

xbij^^  a,j         (moflrf,), 

f  =  I  ,  2,   ...,/)!-!-«. 

C'est  ce  qui  résulte  du  théorème  V.  En  retrancliant  donc  de  la  seconde  ligne,  la 
première  multipliée  par  x,  elle  deviendra  divisil)le  par  r/,  et,  après  la  division,  (jn 
aura  une  matrice 

'^1,1.       <^l,-2.        ■••,       Ijum+n, 

/'■2J.       b,,, l>,,„,+„, 

«3  1,      03,2,       •  •  • .      '^3,m-t-n> 

et  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  deux  premières  lignes  est  =  i. 

Soil  r/o  le  plus  grand  disiseur  de  la  matrice  des  trois  premières  lignes,  les  con- 
gruences 

Tbij  -t-yb^ji^  «3,,-         (  mod  rh), 
(  /  =  I,  2,  .  . . ,  m  +  ;f  ) 

admettent  encore  une  solution,-  d'après  le  théorème  V.  En  retranchant  de  la  troi- 
sième ligne  la  première  multipliée  par  .r  et  la  seconde  ligne  mtdtipliée  par  j',  on 
pourra  diviser  par  d-,  et,  dans  la  matrice  obtenue 


b,.v 

,     bu^..     . 

..,     b,. 

l',,y 

,        ^2,2:         . 

..    .      /a>, 

b,,r 

,        63,2,         . 

....     b,. 

(lu  A 

.        ''4,2- 

.  .  .  ,       «4, 

le  pins  grand  diviseur  de  la  matrice  partielle  form('e  par  les  trois  jiremières  lignes 
est  =r  I .  Il  est  clair  ijue  Idn  peut  continuer  ainsi,  on  finira  par  licmver  une 
matrice 

Il  ^/,/.- 11  =  Il  B  II 
=  I,  2.  ....  «  \ 

/,=  I  .■>,...,«   -i-  «!  / 

dont  le  pins  grand  diviseiu"  est  =1,  et  il  est  clair  (pie  ses  déterminants  seront  ])i'0- 
portionnels  à  ceux  de  ||  A  |].  On  peut  remarquer  que  ce  procédé  donne,  dans  le  cas 
m  =  o,  une  nouvelle  méthode  pour  la  construction  d'un  déteiininant  =  ±  i . 
Ayant  ainsi  obtenu  une  solution  particulière 

||A11=||C||  xIlBll, 
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il    e-^l    lucilo  (le   voir  que  hi    soliilion  la  plus  gciiéralc   sera  coinprise  dans  les  for- 
ni\iles 

l|A||  =  ||G„||x||li„||, 
où 

||Bo|l  =  ||E||x!lBl|, 
l|C„[|  =  ||Cl|x|[EI]--, 

||E||  élant  une  nialriei'  queleon(|ue  du  l.>pe  ii  x  n  donl  le  (KHerniinanl  est  1:1  1. 

Lorsque  II  A||  esl,  la  niali'iee  de  //  soluli(_ins  incK'pendanles  du  s\slènie(I),  la  ma- 
trice ||B||  sera  couqjoséc  d'un  système  fondanienlal  de  scdutions. 

10.    (-)n  [leut  (ililenir  la  scdulion  du  système 

É    tli  i./'i  —  «,  .,  .r.,  -t-  .  .  .  -T-  (li  ,n+u-"~m+n  =  O, 

(1)  ■ 

f  «  =  I,  2,   ....  «i 

eneoie  par  une  autre  méthode,  un  peu  dillerenlc  de  celle  que  nous  avons  exposée 
dans  le  n"  i,  et  qui  conduit  à  un  résultat  dont  nous  aurons  besoin  plus  loin. 

Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  II,  que  par  une  substitution  linéaire  de  ih'ter- 

minanl  ±1,  on  peut  Iransl'oriner  l'expression 

(Il  <li.r\,  c/|  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  a, ., ,  ....  «i,„,+«. 
\  l'aide  de  cette  transformation,  on  déduira  de  (I)  un  système  équivalent  dont  la 
matrice  allectera  la  forme 


Les  coefficients  a.,  ^,  a'.,  3,  ....  a'.,  ,„^„  ne  peuvent  pas  être  tous  nids,  car  tous 
les  mineurs  du  second  degré  des  deux  premières  lignes  seraient  nuls  ;  la  mêuie 
chose  aurait  lieu  pour  la  matrice  des  «/a,  ce  «[ui  est  contre  l'hypothèse  admise. 
En  opéranl  donc  sur  les  variables  x[,^  .r',,  .  .  .,  .î'^„+„,  on  pourra  transformer  en- 
core le  système  de  manière  à  obtenir  un  nouveau  système  donl  la  matrice  allecte 
la  forme 

(fi         o  o         ...  o 

a",  ,        ih  o         ...  o 
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f/o  étiiiil   le  p.  y.   c.   cl.   (le  ft!,  .,,   «'.,3,  ....  "■,  m^i,-    li'i   continuant    ainsi,    on   sera 
amené  (inalemeni  à  une  matrice  de  la  forme 

i      di  o         ...  o  o      .  .  .      o 

3,  ,       (/,       ...  „  .)     .  .  .     o 


-M       ?m,2       .•■      I3,„,,„-,,f/,„      .       ...       o 

il  est  claii-  qu'on  aura  <l  =z  r/,  d.y  dj.  .  .  d„ii  et  si  les  nouvelles  inconnues  sonl 
)i,  To,  .  .  .,  )„,^„.  la  solution  la  plus  générale  s'obtient  en  posant 

yi  =  y--  =  y3  =  ---=yn,  =  o, 

landis  (pie  ('m+n  .•'«1+2!  •  •  •  i  J'/h+h  |)euvenl   jtrendre  toutes  les  valeurs  entières  de 

On  peu!  simplifier  encore  le  tableau  (A).  En  remplaçant  d'abord  y.,  |)ai- 
^2  —  'LKi  )  '1  est  clair  (pion  peut  laire  en  sorte  ipie  le  coefficient  ^io,,  devient  po- 
sitif, mais  inférieur  à  d.^.  En  rcm])laf;aiil  ensuite  }';,  par  r^  —  cy.^  —  <"'.V2j  "n  peiil 
assii|(>llir  les  ciieflicienls  [ïs^i,  [j3^2 ''n>^  liindalions 

■      0  =  1^3,1  <  d-i,  oSp3,,  <  /I3. 

On  voit,  en  délinitive,  ipi'il  existe  toujours  une  siibslilution  de  déterminanl  ±  i , 
tel  (pie  le  systi'^me  Iransforiné  a  une  matrice  de  la  forme  parliculièn^  (A),  où  les 
coeflicients  c/,,  c/o,  .  .  .,  f/,„  sont  positifs  et 

o%^i,k<di  [/:=  I,?..  ...,(/-  il| 

(('o//'  Hehmite,  Journal  de  Crelle,  t.  41,  ji.  19^).  On  verra  facilement  qne  cette 
forme  réduite  (A)  est  uni(jue.  La  nature  invarianlive  des  coeflicients  du  ta- 
bleau (A)  s'aperçoit  aisément.  D'abord  il  est  clair  cjue  c/,  est  la  plus  jjetite  valeur 
(sauf  o)  que  peut  avoir  l'expression 

,T{,  .T2,  .  .  .,  .r,„^„  étant  liés  par  les  relations 

«/.,!  J'i  T-  «/■,2-î'2-+-  ...-)-  (tk,lll+ll^'/ll+ri  =  u. 

A-  =  I,  2,  3,  . . .,  (j  "  I). 
Ensuite  ^2,,  est  la  plus  petite  valeur  ipie  peut  avoir  la  fonction  linéaire 

«2,1  a"i  -i-  .  .  ■  +  fl-l.m+'l^'iti  +  n, 
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.<■,,  .  .  .,  .Pm+ii  <''l;inl  Ik'S  jiMi-  la  ichilEon 

r/,.,.r,-i-  .  .  .  +  rt|,,„+,,.r ,„-,-„  =  df 
ImisuIic  [îi;),i,  p3,2  sont  li's  |iliis  |)('lilos  valcurs  de 
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•  ■  -,  ■i'm+ii  cliiiil  aSMijcIlis.   dans  le  pi'omicr  cas,  an\  l'clali 


«2,1  .ri  +  .  .  .  +  «2,,„  +  «^m  +  «  =    fl-2,1 

rt.  dans  le  sccoiul  cas,  nux  rclalions 

"l,l-ri  +  •  ■  --i-  "\.m^n^m+u=  <>■ 
"■î,l^'l-^-  ■  ■  ■  +  <lî,m  +  n^m^  Il  —  d-,, 

ainsi  di'  suilc. 

II.    (  Jmsidi'idiis  iiiainlcnant   le  svsiéine  non  lioniOi;ène 

(III)  f',M.''|  +  «/,2.''2+  .  •  •  -^-  "/.;;j+;i.''m  +  i,  =   "1 


Soil  //  le  plus  yrand  diviseur  de  la  matrice  de  ce  sjslèmc,  d'  le  plus  t;raHd  di\i- 
-ruv  de  la  nialiice  coinpléli'e,  il  est  clair  que  d'  divise  d.  Mais,  en  éliniinanl 
m  —  I  des  i}ieonnnes,  on  reconnaît  que  tout  déterminant  delà  matrice  complétée, 
(pii  nesl  pas  en  même  temps  un  déterminant  de  la  matrice  non  complétée,  doit 
être  divisible  par  d.  Pour  cpie  le  système  (III)  admette  des  solutions,  il  est  donc 
nécessaire  (pie  l'on  ait  d  =  d' .  Mais  celle  condition  est  aussi  suflisanle. 

THÉoiiis-ME  VUI.  —  Pour  que  le  système  (III)  admette  des  solulions,  il  faut 
et  il  stifjit  que  le  plus  grand  dn'iseur  de  la  matrice  du  système  soil  égal  au 
plus  grand  diviseur  de  la  matrice  complétée. 

Imi  ellel,  dire  que  le  système  (III)  admet  une  solution,  c'est  la  niènu'  cliose 
ipu'  de  dire  (pie  le  système  homogène 

!;/.ï\|-f-  O/,.?"!  -4-  «i,2.'r2+  ...-+-  rt/, ;«  +  «.''' «n-«  =  O 

admcl   nue    soliilioii   où  ./„  := —  1  .  Or  la  solution  générale  du   syslèiiic   homogène 
esl 

.f,=  |3o,,^i-i-fi!,//i-1-...  +  P«,,^,, 
;■  =  0,   1 ,  ■),   .  .  .,  {m  -i-  n  ). 

En  supposant  d  =  ri'  les  di-terminauls  de  la  nialiice  des  ||  [i/,/i||  «pii  reufeiiiienl 
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los  coefficients  |3o,o,  l^i.o Pn,o  sont  i-^aux  aux  diHerminants  coiTes|)on(lanl> 

(le  la  matrice  du  système  homogène,  divisés  par  (/.  Mais  ces  déterminants  sont 
simplement  les  déterminants  du  système  (IIF),  et  en  les  divisant  par  d  on  obtient 
des  nombres  dont  le  p.  g.  c.  d.  est  =  i.  Il  est  clair  par  là  que  le  p.  g.  c.  d.  de 
3o,o.  'îii.o-  •••;  ^11. 0  est  aussi  =  1,  et,  par  conséquent,  on  peut  donner  à  /„■ 
/,.  ...,  /,„  des  valeurs  telles  que  .r„  = — i.  On  reconnaîtrait  aussi  facilement 
la  vérité  de  ce  théorème  à  l'aide  de  la  méthode  de  réduction  du  n"  4.  On  voit, 
d'après  ce  théorème,  (pie  si  l'on  considère   l'ensemble   des    solutions  du  système 

homogène  (1),  la  plus  petite  valeur  de  x/,  (sauf  o)  est  — '  )  df.  étant  le  |)bis  grand 
diviseur  de  la  matrice  obtenue  en  supprimant  la  /,"'"<^  colonne,  (jciie  valeur  -.'  est 
donc,  dans  tout  système  fondamental  de  solutions 

kl-  ^.5 k»<+«- 

«  =  I,  2,   .  . ..  n 

le  p.  g.  c.  d.  de  [il,, a,  [î^,/,,  .  .  .,  [i^.A. 

Il  est  clair  (pie  pour  obtenir  la  solution  la  plus  générale  du  système  non  homo- 
gène (III),  il  suffit  d'ajouter  à  une  solution  particulière  la  solution  la  plus  géné- 
rale du  svstème  homogène  (  I). 


X"!.   Si  le  système  (  IIl)adinet  une  solution  pour  certaines  valeurs  de  «,,  Ut 
,„,   il    en  sera    de   même  encore   si    l'on  remplace  ces  nombres   par  c,,  r^ 

Ui^=Vi        (motif/).  î'=i,9.,  ... 


î.,a  possibilité  ou  rimjiossibilité  du  système  ne  dépend  donc  que  des  résidus 
de  II,,  «2i  •  ■  ■>  "m  |iai-  rajqiort  à  d.  Le  nombre  total  de  ces  systèmes  de  résidus 
est  de  d'",  uîais  pour  (/"'~'  de  ces  systèmes  seulement,  les  équations  (III)  ad- 
mettent une  solution.  Pour  le  reconnaître,  il  suffit  de  recourir  à  la  transforma- 
lion  du  n°  10,  qui  donne  un  système  équivalent  de  la  forme 

"3  =    ?3,l.ri  -^   ?2,2r2  +  rfsjs, 


f/,  d.    ...  cl,n  =  d. 

Il  est  clair  d'abord  que  ii ,  ne  'peut  voir  que  -j-  valeurs  par  rapporl  au  module  d. 
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V  chacMine  do  ces  valeurs  ilc  ;/,  corrcsponil  une  vali'iii-  délrriniiiéc  de  >',  cl  cn- 
~uilr  ('■vldeniinenl  y  xalciirs  de  !/■,  par  rapport  au  inodulr  c/.  A  clia(pie  syslèim' 
de  valeurs  de  i/,  et  i/.,  (■oiiesp()iid<'iil  ciijiiile  des  xaleuis  dc'lerminées  de  _)^,  el  i^ 
el  eiisuile  .-  valeurs  de  (/ ,  |iar  ia|i|)(irl  an  inodide  '/,  etc.  Le  nombre  lolal  de- 
svslèmes  de  n'sidiis  de  (/,.  ii^,   ....  ",,,,  par  rapport  au  module  t{,  est  floue 

,/         ,/  ,1 

-r    X   -7-   X  ...  X   -r^     =    d'"'.  C.    Q.    F.    1). 

"1  "2  "m 

Paiiiii   les  \alcurs  admissibles  pour  «,   figure    toujours    la    valeur  i/,=z  o.    et    si 
Ton  se  donne  d'avance 

H,  =   Hj  =  .  .  .  T=   (<^  =  o, 

les  ;/A_(.i,  .  .  .,  //,„  ne  peuvent  plus  représenter  que  rf'"  '■  syslèines  de  résidus  jiar 
rapport  au  modide  d.  Mais,  en  raisonnant  comme  tout  à  l'iicure,  on  voit  que. 
paimi  ces  syslcmes,  il  n'v  en  a  que 

=  f/,  f/,  ...  r//,x  ^/"' -''-', 


d/,+u  f4+-2.    •  •  -,  (/„ 


pour  lesipiels  le  système  (III)  admet  des  solutions.  11  est  clair  <pie  r/,  cl,  .  .  .  df, 
est  ici  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  des  /,  premières  des  équations  (III  ). 

13.  Ces  propositions  ont  lieu  encore  dans  le  cas  n  =0,  lorsque  le  nondire  des 
é(piations  est  é'gal  au  nombre  des  inconnues,  et  nous  allons  en  faire  une  applica- 
tion dans  un  cas  de  cette  nature. 

Prenons   un  système  de  m-  nombres  entiers 

o/,A-  (j,  />■  =  I,  2,  . .  ..  m). 

dont  le  déterminant 

est  positit  j;>  o. 

Si  l'on  considère  les  équations 

...  d\  d\  ô\ 

(  =  1,2,   .  .  .  ,  /H, 

le  delerniinant  est  A"'~',  et,  d'a])rès  ce  qu'on  vient  de  voir,  il  v  a  A""~'''  svslèuie> 
de  résidus  (/,  par  rapport  au  module  A"'-'  jiour  lesquels  le  svstèuie  (Al  admet 
une  solution  entière.  Mais  la  solution  de  ce  système  est  donnée  j)ar  les  formides 

i-r,-  =  ai,,  ii[-^  «2,1  "2  -h  ...  -h  a,,,  itim, 
i  =  I,  2,   . .  . ,  «! 
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On  \oil  donc  que  si  le  système  a  une  solution  entière  pour  un  système  de  va- 
leiiis  de  «I,  ....  Il,,,,  il  en  aura  encore  une  en  remplaçant  «,■  |iar  p,=  «,•  (mod  A). 
Soit  /,•  le  nombre  des  systèmes  de  r('sidus  des  «,  par  rapport  au  module  A,  |iour 
lesquels  les  équations  (A)  admelleni  une  solution,  un  tel  système  en  engendrera 
('\  idenimenl  A'"'"'""-'    par  rapporl  au  module  A"'~' ;   donc 

A  =  i. 

Il  est  clair,  du  reste,  tjue  ce  nombre  /,■  est  simplement  le  nombre  des  solutions 
des  congruences 

f'1,1  "1  +  (1-2, i  "2  +  -    •  •-t-<''m,i  «m  ^s  O  (  Iliod  A  ), 

et,  d'après  un  théorème  (pie  nous  rencontrerons  plus  loin,  on  peut  conclure  de  là 
aussi  cette  valeur  k  =  A. 

(]e  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théoiikme  IX.  —  Jl  y  a  e.racte/iie/it  A  sjslè/nes  de  nombres  entiers  ./■,,  X:,, 
....  x,„  i/iii  satisfont  aux  inégalités 


0\  o\ 

.r, 


da,\'i 


a  =  I .  '2, 


(ic^i,n 


Dans  les  cas  /»  =  2 ,  m  :=  3,  ce  théorème  admet  une  inler[)r(''luli()n  g(''ométric{ue 
liés  simple.  Considérons  dans  l'espace  trois  axes  rectangulaires  OX,  0\  ,  OZ  et 
le  réseau  de  tous  les  points  dont  les  trois  coordonnées  x.  y,  z  sont  des  nombres 
entiers.  Soient 

Irois  poinls  du  réseau  :   nous  supposerons  que 


■^3    y-i    "3 


soit  différent  de  zéro  et  positif.  Alors  A  est  le  volume  d'un  parallélépipède  dont 
trois  arêtes  sont  OA,  OB,  OC.  Soient  Oi,  A|,  B|,  G,  les  sommets  du  parallélé- 
])ipède  opposés  à  O,  A,  B,  C. 
L'équation  de  la  face  OBC  est 


---X+-^  \+  --Z=o, 
àxi  àyi  dzi 
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et  ré(|u:iti(iii  de  la  (ace  opposée  (_)(  B^il,  passaiil   par  le  sominei  O,  est 
0\  ,- 


Les  trois  ineKalilés 


...     —  Y  +  ^-  Z  =  A. 

Oj-i  iJfi  OZi 


OXi  Ofi  ôZi 

oS  - —  \-T-  :i—  1  +  ^—  Z<A, 
Ox-i  oy-i  Oz-i 

.     t^A  ÔX  d\ 

o \  +  —  Y  ^^   —  Z  <  A 

t)Xi  c*K:)  «J-a 


expriment,  donc  que  le  point  \,  Y,  Z  est  à  l'intérieur  du  parallélépipède  on  sur 
l'une  des  faces  passant  par  O,  mais  non  sur  une  des  faces  passant  par  O,.  Le 
théorème  IX  exprime  donc  qu'il  y  a  exactement  A  points  du  réseau  (|ui  satisfont 
à  ces  condilions.  Une  légère  attention  suffit  pour  reconnaître  (pie,  dans  ce  dénom- 
brement, il  ne  faut  compter  qu'un  des  huit  sommets  du  parallélépipède  :  c'est  le 
sommet  O.  Quant  aux  points  sur  les  arêtes  (mais  qui  ne  sont  pas  des  sommets), 
il  ne  faut  compter  que  les  points  qui  sont  sur  les  trois  arêtes  passant  par  O. 
Enfin,  pour  les  points  sur  les  faces  (mais  non  sur  une  arête),  il  ne  faut  compter 
que  ceux  qui  sont  sur  les  trois  faces  passant  par  O,  mais  non  ceux  (|iii  sont  sur 
les  trois  autres  (aces. 

Il  est  clair  qu'on  obtiendrait  le  même  nomliie  A,  en  comptant  tous  les  points 
sur  les  faces,  arêtes,  sommets,  si  l'on  adopte  cette  règle  de  compter  un  sonimct 
pour  -j,  un  point  sur  une  arête  pour  \^  un  point  sur  une  face  pour  4^. 

Il  serait  extrêmement  facile  de  démontrer  directement  ce  résultat  en  prolon- 
geant les  arêtes  OA,  OB,  OC  jusqu'en  A',  B',  C,  de  telle  manière  que 

0.\'=/>.0A,         OB'=/..OB,         OC'=/l.OC, 

/>'  étant  un  entier,  et  en  considérant  alors  le  parallélépipède  avec  les  arêtes  OA\ 
OB',  OC.  Le  rapport  des  volumes  des  deux  parallélépipèdes  est  A'',  et  l'on  recon- 
naît aussi  que  le  rapport  des  nombres  des  points  du  réseau  à  l'intérieur  des 
deux  parallélépipèdes  (comptés  d'après  la  règle  indi(juée)  est  aussi  exacIciiKiil  /.  '. 
Or,  d'après  la  définition  même  du  volume,  le  rapport  du  volume  et  du  nombre 
des  points  à  l'intérieur  du  parallélépipède  OA'B'C  doit  tendre  vers  i  pour  k  ;=  ce. 
Mais  puisque  ce  rapport  ne  vai'ie  pas,  il  est  toujours  =  i . 

On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  dilTérciit.  Considérons  dans  l'es- 
pace le  réseau  des  points  dont  les  coordonnées  sont  des  multiples  de  -j  ,  k  l'tani 
un  nombre  entier.  Le  volume  d'une   certaine  partie  de  l'espace  peut  être  délini 
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alors  (il'après  Lejeune-Diriclilel  )  comme  la  limite  du  rapport 

M:  A-3 

iioiir  A"  ■=^  oo,  M  étant  le  nombre  des  points  du  réseau  qui  ap])arlicnnent  à  la  partie 
(le  l'espace  cpie  l'on  considère.  Adoptant  cette  définition  de  volume,  on  peut 
conclure  directement  du  théorème  IX  que  le  volume  du  parallélépipède  OAB(^ 
est  exprimé  par  le  déterminant  A. 

On  comprendra  maintenant  que  M.  Sm^tli  a  pu  déduire  de  ces  considérations 
une  démonstration  arithmétique  de  la  formule  de  transformation  des  iatégrales 
multiples. 

Solulioiis  (le  (jiielqiies  problètnes  sur  les  uiatriees. 

1  i.    Etant  donnée  une  matrice 

<?,,  «,, <r„-n     ou     II  A  II 

du  tvpe  1  X  (  /(  +  0,  dont  f/esl  le  plus  grand  diviseur,  nous  avons  vu  (Cliap.  H,  2^) 
(pi'on  peut  trouver  toujours  une  matrice 

du  type  «  (/(  +  i),  telle  que  le  déterminant 


=  d. 


Pi'oposons-nous  maintenant  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de  ce  pro- 
blème. Il  est  clair,  en  divisant  tous  les  éléments  de  ||  A||  par  d,  qu'on  peut  sup- 
iioser  (/  =  I .  (jcla  étant,  si  l'on  a 


I  A  I  I  A  I 

1  rs  I  I  '-'  1 

1|C  II  étant  une  solution  quelconque,  nous  savons,  par  le  théorème  ^  I,  qu'il  existe 
toujours  une  matrice  ||E||  du  tvpe  («  +  i)  x  (/;  +  i  )  (  el  une  seule),  telle 
(p.e 

Il  A  |l  1,  r,  I,  Il  A  II 

"'  ||c||  =  "  "^IIbIi' 

où  ||E||  =±:  1.  Mais  il  est  clair  que  la  matrice  ||  E  ||  doit  avoir  ici  la  forme  paiti- 

culière 

I       o        o        ...       o 

Pi     e,,,     e,,.;      ...     (?,,„ 

Pi        eiA         ''2,2         ■  •  •         «2,11 

Pn     e„j     e,i^«     ...     e„,„ 
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/'(.  P2 Pu  élanl  ai'bilraires  et  |e,_A|^±i.  Avec  celte  expression  de  ||E||, 

hi  lonniile  (i)  renferme  donc  loules  les  sohilions  du  problème  et  cliaque  solution 
une  seule  fois.  On  peut  metlre  celte  solution  sous  une  autre  forme  en  reuiarquïinl 
(pie  la  matrice  ||  E  ||  jieut  se  mettre  sous  la  forme 


o     e„,[ 


I  o  11 

'/i  I  o 

'Il  "  I 

c/n  i>  o 


Yi,  ij-2t  •  •  •>  </ii  étant  des  nombres  qui  peuvent  avoir  des  valeurs  arbitraires.  En 
subsliluant  cette  expression  dans  la  formule  (i),  on  obtient  sans  difliculté  la  ma- 
Irice  la  plus  ;;(.'nérale  ||  C  ||  (pii  satisfait  au  problème,  sous  la  forme 

Il  (^  Il  =  lk<>  Il  X  il /.,•,/,  +  ./,«,  Il, 

Il  B  II  :=  Il  6,^A  II  l'Ianl  une  solution  particulière. 
lo.   Plus  généralement,  soit 


11  "M,  H     ou     II  A  11 


[/   =  1 ,2 m  1 

/.■  =  1.2 (m  +  /)  )J 


\inc  matrice  donnée  du  type   ru  x  (/»  -|-/'),  dont  (/  esl    le  plus  grand  diviseur. 
Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  matrices 


[i  =  1,2,  ....  n  1 

/,■  =  r,2 (/»-!-  Il )\ 


lu  l,v|ie  compl(''menlaire  /;  x  {ni  -+-  it)  telles  que 


On  peut  remar(|uer  d'abord  qu'on  peut  supposer  f/ =  i ,  car  nous  savons  f|u'on 
peut  trduver  une  matrice  ||  A' ||  du  même  type  que  ||A||,  dont  les  déterminants 
sont  pro[)ortionnels  àceuxde||A||  et  dont  le  plus  grand  diviseur  est  ^  i  (n"9). 
Cette  matrice  j|  A' ||  élanl  obtenue,  il  est  clair  que  les  deux  conditions 


sont  absolument  équivalentes.   Nous  siqiposerons  donc  f/=  i,  et  de  [dus  (pi'oi 
ail  obtenu  déjà  une  solution  particulière 

ll^</.||     ou     II  I^  H  p   =1.2,  ....«  I 

"      •    "  "      "  I  /.  =  1.2,  .  .  .,  (m  -(-«)  I 
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on  en  conclut  encore  par  le  tliéorèmc  ^  I 


(■) 


lEIl  X 


Il  EJI  élanl  une  matrice  du  t^pe  (m  +  n)  x  (m  4-  /;  )  dont  le  déterminant  est  : 
Mais  il  est  clair  que  cette  matrice  ||E||  doit  avoir  ici  la  forme  particulière 


Pl.l        /'l,2 


()  o 


P". 


(Jette  formule  (i)  renferme  ainsi  déjà  la  solution  la  plus  générale  du  problème 
mais  on  peut  la  mettre  encore  s-ous  une  autre  forme  en  remarquant  que  la  mo 
trice  II  Ejl  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit 


I 

o 

0 

T 

o 

O 

0 

O 

o     ei,i 


71,1         yi,5 

'/„A      q„.i       ■■■        'In.m       "      O 

OÙ  les  cji^ii  peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques.  On  ohtieni   facili 


-71. 


Cil  = 


e\,n 


X  il  ^/.i+f//,!"!./.  +  '//,2  «î,/! -^-  •  •  ■  H-  (Jl,man 


l    =  1,2,  ....  Il 

i  A-  =  I,  2, i  m  -h  n)\ 


où  les  e,-,/(  doivent  satisfaire  à  la  relation  ]  e,,A  |  =  ±  i . 

Pour  obtenir  la  solution  particulière  ||B||,   on   prendra  d'abord   une   matrice 
quelconque  ]|  «i,^^  ||  ou  ||  M  ||  du  type  n  x  (m  +  n),  telle  que  le  déterminant  de  la 
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matrice 

Il  A  II 

Il  M  II 

ne  soit  pas  nul.  Par  le  procédé  du  n"  9  on  pourra,  sans  changer  les  m  premières 
lignes,  en  déduire  une  autre  matrice  du  même  type  (m  +  n)  x  («i  +  n)  et  dont 
le  dclerminant  est  ±  i . 

Hj.  Nous  avons  vu  (Cluip.  II,  n"  !2i  )  (|u"un  peut  toujours  trouver  une  matrice 
«lu  type  /;  x  [/>  -f-i)  dont  les  déIcrmiiiaïUs  ont  des  valeurs  données,  non  toutes 
nulles.  On  peut  se  proposer  d'ojjtenir  toiilcs  les  matrices  qui  satisfont  à  ces  con- 
ditions, mais  nous  traiterons  directement  le  problème  plus  gi'néral  : 

Tioiivcr  loiilcs  les  matrices  du  type  m  x  {m  +  /()  dont  les  déternuiiants 
ont  des  valeurs  données. 

A  cause  des  relations  identiques  entre  les  déterminants,  les  valeurs  données  ne 
peuvent  pas  être  quelconques.  Adoptons  les  notations  du  n"  3  et  supposons  cpie 
le  déterminant  A  ne  soit  pas  nul  :  on  pourra  se  bornera  considérer  les  nin  +  i  dé- 
terminants A,  A,  ,„^/,.  Ces  délermiiianLs-là  ne  peuvent  pas  même  être  des  nomlires 
arbitraires,  il  faut  cpie  les  autres  déterminants  A'  qu'un  eu  déduit  par  la  for- 
mule (5)  du  n"  3  soient  aussi  des  entiers.  Mais,  cela  étant,  nous  allons  voir  que  le 
j)roblème  est  toujours  possible  et  admet  une  infinité  de  solutions. 

En  efi'et,  [)renons  dabord  arbitrairement  les  m  premières  colonnes  avec  la  seule 

condition 

I  Uiji  I  =  A         ((',  /i  =  1 ,'.!... ,  m  ). 

alors  on  pourra  déterminer  les  autres  colonnes  comme  au  n"  3;  11  est  vrai  fpie  ces 
autres  éléments 

«,,/»  +  /,  =  («/,i  A,,„,+A-t-  rt,-,2  A.,,, „  +  /,+.  .  .-f-  «,,,»  A,„,,„+/,  )  :  A 

ne  seront  pas  desentiers;  toujours  est-il  vrai  quela  matrice  ainsi  iorinée  admettra 
pour  déterminants  les  valeurs  données,  qui  sont  toutes  entières.  Eu  multipliant 
les  lignes  horizontales  par  A,  on  obtiendra  une  matrice  dont  les  déterminants  sont 
proportionnels  aux  valeurs  données.  On  peut  alors  déduire  de  là  (par  le  procédé 
du  n"  9)  une  autre  matrice  dont  les  déterminants  sont  encore  proportionnels  aux 
\aleurs  données,  mais  dont  le  plus  grand  dixiseur  est  i.  Soil 


cette  matrice,  si  d  est  le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  déterminants  de  la  matrice  cl 
chée,  l'expression  la  plus  générale  de  cette  matrice  sera 

H  C  H  X  lin  II, 
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OÙ  II  C  II  esl  une  matrice  quelconque  du  type  m  X  nu  dont  le  déternilnanl  est 
^  dz  d.  En  prenant  en  particulier  pour  les  rii^/,  (i,/c  =  i ,  .  .  . ,  w)  les  valeurs  sui- 
vantes 

a,  ,  =  02,1  =  .  .  .   =  a„i-\,m~l  =  Il  Cn:,iii  =  •^r 

a,  /^.  =  o,         jj  /c, 
on  trouve  que  les  déterminants  de  la  matrice 


A    o 

o     A 


o     A,,„,+i        A|, 
o     A^  ,,,+1        Ao 


sont  proportionnels  aux  déterminants  de  la  matrice  cherchée;  on  pourra  donc  en 
déduire  la  matrice  ||  B  ||. 

Si  l'un  des  déterminants  donnés  divise  exactement  tous  les  autres,  on  le  prendra 
pour  A  ;  dans  ce  cas,  on  peut  écrire  la  matrice  ||  B  ||  sans  aucun  calcul. 

Une  autre  méthode  pour  trouver  cette  matrice  ||  B  ||  est  la  suivante  ;  considérons 
le  système  d'équations  linéaires  homogènes  dont  la  matrice  est 


La  matrice  formée  par  un  système  fondamental  de  solutions  de  ces  équations 
sera  une  matrice  du  type  m  x  (in-\-n);  ses  déterminants  seront  proportionnels 
aux  valeurs  données  et  le  plus  grand  diviseur  de  cette  matrice  est  =  i .  C'est  ce  qui 
résulte  immédiatement  des  propositions  établies  précédemment,  si  l'on  se  rap- 
pelle le   théorème  VII  et  sa  démonstration. 

17.  Soit  II  A||  =:  Il  a,-,A  II  une  matrice  du  type  m  x  (m  -+-  /;),  dont  le  plus  grand 
diviseur  esl  3,  ||  C  ||  =  ||  Ci,/,  \\  une  matrice  du  type  complémentnii<'  n  x  (m  -+-  n), 
telle  que 


(I) 


«1,1 

«,»,1    . 

"^1,1 

Cn.l 

Nous  savons  qu'il  existe  de  telles  matrices  (voir  n"  15). 
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Soil  ensuite  ||  B  ||  =  ||  ^/,a  ||  "ne  iiialrice  ilu  tyjie  n  X  (»>  +  «),  I'oi-iih't  |i;ir  un 
système  fondamental  de  solutions  des  équations  linéaires  homogènes 

«1,1^1-+-.  .  .+  ('i,m+n-'''m+n  =  O 
(j  =  I,  ■^,,    .  .  .,  m). 

Les  matrices  |jB||  et  ||  CJ  sont  du  même  lyiie;  à  un  di'lcrminanl  A/,  i\r  la  |in'- 
mière  on  peut  faire  correspondre  un  déterminant  A^  de  la  seconde,  en  supiiosani 
que  deux  déterminants  correspondants  sont  formés  avec  n  colonnes  de  mèinc 
rang  (et  prises  dans  le  même  ordre)  dans  les  deux  matrices.  Cela  éianl.  (ui  a 


A4  A,, 


la  sommation  s'élendant  à  tontes  les  paires  de  dc'tcrminanls  correspomlanls.  l'uni 
le  montrer,  remarquons  que  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  ||B||  est  l'unité  : 
on  peut  donc  former  une  matrice  ||  D  ||  =  ||  di^/t\\  du  type  m  x  (m  -+-  n),  telle  (|U( 


(■^) 


<'„,. 


bn.X        ...        0,„„ 

En  mulliplianl  les  deux  déterminants  (i)  el  (•',),  il  xient 
A,,,      . .  .      .V„ 


A|,,„     . . .     A,„,,„       0       ...       o 
"1,1      .  •  ■       "w,i      ''1,1      ■ .  •     v„ 

l'i,)!        ■  ■  •        tl in.n       V\.ii       .  ■  .       t'n, 
■^i,h  =  Ck,idi,[  +  «,',,2  '/i,-2  +  .  .  .  +  (tlc,in  +  n  di-iii  +  ii, 


A,,,         .  .  .        A,,,,, 

A,,„,     ...     A„,,„, 
Oi',  A„  cl  A,/  étant  deux  déterminants  correspondants  des  nialrices  ||  A  ||  et  II  I)  1 


t-à-di 


(■  esl-a-tlire 
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tic  mèiiK-  type,  on  :i,  d'après  une  propriété  élémentaire'  des  déterminants 

A,,,      ...      -\„, 


=  2  A. 


„\/. 


et  de  même 


,A/,\. 


INJais  tous  lo  déterminants  A„  sont  divisibles  par  o  ;  on  a  doue  néccssan  eincnt 

^A„X/  =  =  o.  ^Aii,  =±1.  c.  o.   F.   1). 

1(S.  A  l'aide  de  ce  résultat,  nous  pouvons  résoudre  facilement  le  prcililcnic 
suivant:  Étant  donnée  une  matrice  ]|A||  du  l^pe  m  x  {m. -{-  ii).  diuU  le  plus 
grand  diviseur  est  o,  trouver  toutes  les  matrices  ||  D  ||  du  même  tvpe  cl  telles  cpie 


I 


A„A,/  =  ±o, 


A„  cl  A,/  étant  deu\  déterminants  correspondants  des  deux  nlatrlcc^.  Eu  cllel, 
di'lei-minons  tleax  matrices  ||  iî  |[  et  ||C||  comme  dans  le  nuini'ro  prcctHlcnl .  Si 
nou-^  déterminons  ensuite  une  matrice  |j  D  |j  par  la  condilidii 

nous  savons  (pie  cette  matrice  fournit  une  solution  de  notre  problème. 

Mais  je  dis  qu'on  obtient  ainsi  toutes  les  solutions  du  problème.  Soil,  en  cllél. 
Il  D  II  une  solution  ipielcourpie,  et  posons 


On  en  conclut 

ir  on  a,  [luiscpie  ||  D  j|  est  une  solutlDu. 

Va.,a„=±5, 
•I,  d'après  hi  proposition  du  n"  17. 
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donc 

/v    =  ±  I  . 

11  est  clair  pai'  là  que  le  |Hi)i)lriiie  proposé  est  idcnlirpie  a\ec  le  siinaiil  (luc 
nous  avons  déjà  résolu  dans  le  n"  la  :  Trouver  toutes  les  matrices  ||  1)||,  telles  <pii 

iSI— ■ 

On  obtient  ces  résultats  aussi  en  s'appuvanl  sur  le  llii'orèuie  \  II.  car  la  rela- 
tion (i)  du  n°  il  peut  s'écrire 

^^..^■  =  :^o. 
Or,  d'après  le  théorème  cité,  le  rapport  A„  ;  Ai,  est  constant  et  égal  à  zt  o;  iloiu 

y^\i,\.=±i, 

et,  ensuite,  il  est  évident  que  les  relations 

son!  équivalentes. 

li).  Nous  terminerons  ces  eonsldéralions  par  (pie](|ues  remarcjues  sur  le  |)iu> 
i;rand  commun  diviseur  d'une  maliice. 

Dans  le  cas  d'une  matrice  du  type  i  x  /;,  le  plus  grand  diviseur  peut  être  déliiii 
aussi  comme  la  plus  petite  valeur  (sauf  o)  que  peut  prendre  la  fonction  linéaire 

aiTi-i-  a^T,  -h.  .  .+  «„;r„, 

pour  les  valeurs  entières  de  Xt,  x-,,  ■  ■  ■  ■,  x„.  Il  existe  une  proposUnin  aiialiit;u( 
pour  une  matrice  ||  «/,*  ||  du  lj|)e  m  x.  [m -{- n).  r.onsidérons  les  /;/  /'onelldn^ 
linéaires 

(  î  —  I ,  ■? III  I. 

cl  m  systèmes  de  ^aleurs  de  ces  fonctions 

A,-,/,-  —  a/,.,i  dij  -(-  .  .  .  -h  (lic^m+nàj^nii  II 

( i,  A  =  i,  1,  . .  . .  III }. 

le  déterminant  |  A,^/,  |  est  toujours  divisible  par  o,  le  plus  i;rau(l  dl\isem-  de  la 
matrice  ||f^,-,AJ|)  uiais  noussa\ons,  par  l'analyse  préci'deiile,  ipi On  |ieiii  lonjciur^ 
choisir  les  cl,^/,  de  manière  que  ce  déterminant  devient  i':;al  à  dz  o. 
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[*ar  conséquent,  o  esl  aussi  la  plus  petite  valeur  (sauf  o)  que  peut  avoir  le  déter- 
minant formé  par  m  svslèmes  de  valeurs  des  m  fondions  linéaires  X/. 

iO.  Soient  |'  (-//.s  ||  ou  ||  A  |]  une  matrice  du  type  m  x  {m  +  n),  \\  Ap  ||  la  matrice 
du  Ivpe  ?)i  xp  formée  par/3  colonnes  de  ||Aj|.  Nous  supposons />-<  m.  Désignons 
encore  par  dp  le  plus  grand  diviseur  de  ||  A^^H,  et  par  D  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  tous  les  déterminants  de  |[  A  ||  qui  renferment  les/)  colonnes  de  ||  A^,  ||. 
11   est  clair  que  D  esl  est  un  multiple  de  dp.  Nous  allons  montrer  que  tous  les 

délenuinants  de  ||  A[|  sont  divisibles  par  -j-- 

l'our  simplifier  un  peu  la  démonstration,  nous  supposerons  que  [|Ajd||  est 
formée   par  les  p  premières  colonnes  de  ]{A||.    Nous  avons  à  démontrer   qu'un 

dcHerminant  quelconque  A  de  Ij  A||  est  divisible  par -y--  Si  ce  déterminant  A  a  un 

certain  nombre  /•  de  colonnes  communes  avec  ||  Ap||,  nous  pouvons  encore  sup- 
poser (jue  ce  s<int  les  /■  ]U'emières  colonnes  de  ||A^||.  Cela  étant,  nous  désignerons 
un  déterminant  quelconque  de  ||  A||  par  le  symbole 

[X„X„  ...,X„,J, 

où  ),|,  A2;  •  •  •:  ^m  intliijucnl  les  rangs  des  colonnes  de  ||  A||  qui  figurent  dans  le 
déterminant. 

En  ajoutant  à  la  matrice  une  {m  +  i)"""^  ligne 

on  obtient  une  matrice  du  ly|)e  (m  +  i)  x  (ni  +  «),  dont  tous  les  déterminants 
sont  nuls.  En  développant  un  tel  déterminant  comme  fonction  linéaire  des  élé- 
ments de  la  dernière  ligne,  on  aura,  |)ar  exenqjle, 

[■2,3,  ...,/),>,,  À»,  ....  X „,_/,+,]((,•,, -!-...-(-  [1,2 /)—  I,  X,,  x, X „,-;,+, ]«,-.,, 

—  ['•  2 P,  X-2,  .  • .,  X,„_p+i]o,,i,  -(-...  +  [1,2 /Ji.  X, X,„_,, ]«,■.„,_/,+!  =  o. 

Les  indices  ),,,  Ào,  .  .  .  sont  ici  et  dans  la  suite  toujours  >/'. 

D'après  notre  notation,  dp  est  le  plus  grand  diviseur  de  la  matrice  |]  A^  ||,  formée 
par  les  p  premières  colonnes  de  ]|  A  ||.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que  ce  qu'il  faudra 
entendre  par  dp_.,,  (^ p^i-:  •  •  -i  d^^  ce  sont  les  plus  grands  diviseurs  de  matrices 
que  nous  pouvons  désigner  par  ||  A^_,  ||,  ||  Ap_o  ||,  •  •  • ,  ||  A,  ||.  Dans  l'Identité  que 
nous  venons  d'écrire,  on  peut  prendre  «  :=  i ,  2,  ...,/». 

Si  l'on  élimine  alors  entre  /)  des  équations  ainsi  obtenues  les  cpiantités  qui 
multiplient  ci,^\,  cii,-ii  •  •  •  j  ('i.p-\-i  il  viendra 

['.    2 /*  —  Ir    '-1 X„,_/,  +  i]A,, 

-H[i p,  X,,  ....  x„,_/,+,]a;,  +  ...+  [i p.  X,,  ...,  x,„_,,]a;;'-"+'  =  o. 
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Ici  A/,  est  un  des  détcrminanls  de  ||  A,,  ||.  et  il  est  clair  que  A^,  A",,  .  .  . ,  A'"  ''+' 
soiU  lous  divisibles  p:\v  dp_,.  Donc 

['■   a />  — I.    >1 >>m-,,il]i;, 

est  divisible  par  D  x  <//,_,.  Mais  A^,  peul  être  un  délerniinanl  quelconque  de  ||  A/,||  ; 
par  conséquenl, 

|l.    '■ /'  —  I,   >! Xra-,;+l]</,, 

esL  aussi  divisible  par  D  x  dp^,,  c'esL-à-dire 

[i,  -2,  ...,  p  —  i,  X,,  . . .,  X„,_,,+,] 

est  divisible  par  — '\  "'' . 
d,, 

En  laissant  de  côté  maintenant  la  p'^'"''  colonne  de  ||  A  ||,  on  a  les  idenlilcs 

[■>,3,...,/)-i,),,,).o....,X„,_p+5]a,-,,  +  ...+  [i,'i,  ...,/)  — ■i,X,,X,,.. .,),,„_/,+2 ]«,-,,„, 

-+-  [1,2,    ...,p^l,  X,,    ...,  X,„_,,+  2]«,-,),,  +  ...-|-[l,2 /f)— I,X, X,„^,,+  ,]rt,-,),„,.^,^.  =  0, 

1  =  1,2,   .  .  . ,  m. 

Eu  éliminant  entre  />  —  1  de  ces  relations  les  coefficients  de  rt,j,  .  .  . ,  cu^p-i-, 
il  vieni 

[i,  2,   .  .  .,  /;  — 2,  X,,   ..  .,  X,„_,,,;,|A/,_, 

+  [i,  •..,  ...,/j  — 1,  X,,  ..,  X„,_,,+,]a;,_,  +  ...-»-[i,  ...,^  —  1,  x, X„,_p+i]a;;'„-(''+-  =  o, 

où  A^_,  est  un  des  déterminants  de  ||  A/,_|  [|  et  où  A'    ,,  ...,  A"'  /'+-  sont  lous  divi- 
sibles par  dp_n.  On  voit  donc  que 

[1,2,    .  .  .,  /;  — 2,   X|,    .  .  .,   X„,_p  +  2]  A/,_, 

....,,             D  X  <-/,,_!  X  f/„— ,  .  ,  ,  1  .  ■  1 

est  tlivisiljle  par  '—j ' — -,  et,  juiis(|uc  Ay,^,  peut  être  un  déterminant  (luel- 

conque  de  ||A^_,  ||,  on  en  cnncliil  que 

[1,2,    ..  .,  p  —  2,  X,.    .  .  .,  X„,_,,  ^oJrt',,_l, 

doit  èlrc  aussi  divisible  |)ar  le  même  nondjre,  c'est-à-ilire 
[i,  2 />  —  2,  X ,  X„,  -,,^-2] 


,■    •     1  ,             D  X  d,,—,     ,,  .  .      . 

•r,l  iliNisilile  pai'  -r-' — -■  Kn  conlinuaril  ainsi,  on  reconnaît  (pu- 

|i,  2,  ...,/•,  X,,  X, X,„_,.| 
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esl   divisible  par    —7^'  '^'^  enfin  que  [X^Xo,  ...,).,„]  est  divisible  p;ir    .- •  La 
projiosilion  ('noncéc  est  démontrée. 

D'après  la  démonstration,  on  voit  facilement  que,  si  l'on  suppose  que  tous  les 
déterminants  de  ||  A  ||  ne  sont  pas  nuls,  les  déterminants  de  ||A||  qui  renferment 
les  p  colonnes  de  ||  Ay,  ||  ne  peuvent  pas  être  tous  nuls,  à  moins  que  tous  les 
déterminants  de  ||  A^  |  ae  soient  tous  nuls.  D  et  dp  sont  alors  indéterminés  tous 
les  deux. 

Corollaire  1.  —  Lorsque  f//,  =  i,  IJ  est  le  plus  i^rand  diviseur  de  la  ma- 
trice Il  A  II . 

Corollaire  II.  —  Lorsque  le  plus  grand  diviseur  do  la  matrice  1|  A||  est  =  i, 

on  a 

D  =  d^. 

21.    Considérons  une  matrice 

!|B|!     ou     Wbi^kW- 
i  =  i,  1,  .  .  .,  n, 
k  =  i,  1,   .  ...  (m  -r-  II), 

formée  par  un  système  fondamental  de  solutions  de 

<*',l-^l  -t-  rtj,2-'"2-i--  •  ■  +  <l!,m^  nX'in  +  n  =  O, 


Soient  ||  B/i  ||  une  matrice  formée  par /)  des  colonnes  de  ||Bj|,  en  sup])osant 
p<^n,  (II,  le  plus  grand  diviseur  de  ||Byj||.  Soient  ensuite  5  le  plus  grand  divi- 
seur de  la  matrice  des  rt,,A,  et  Op  le  plus  grand  diviseur  de  la  matiice  obtenue  en 
supprimant,  dans  la  matrice  des  f/,,A,  'es  p  colonnes  (|ui  correspondent  aux 
colonnes  de  ||  Bp  ||.  Alors  on  peut  énoncer  le 

Thi^;orème  X.  —  Le  plas  gran<l  diviseur  dp  est  égal  à  -^■ 

En  effet,  soient  A,  A',  A",  ...  les  déterminants  de  ||B||  ijui  rcnferinent  les 
pj  colonnes  de  ||By,||.  Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  dp,  d'après  le  corol- 
laire H  du  n"  20.  Mais  on  a  d'autre  part,  d"a|)rès  le  théorème  ^  11, 

A  =  (,0 : 0,       A'— if)':?.       \"  -ii)":ri,       .... 

S),  cO',  (D".  .  .  .  étant  les  détei'minants  de  la  matrice  des  «/^^  qui  correspondent 
aux  détcrniinauls  A,  A',  A",  ....  Mais  il  est  évident  que  ces  déterminants  (.0,  (.0', 
(O",  .  .  .  sont  précisément  ceux  dont  le  plus  grand  commun  diviseur  esl  o^,  d'où 
la  relation  annoncée. 
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Il  f;uil  reriKii(|iicr  |ii>iiilanl  (|iir  liiiis  les  dolorminanls  do  la  tiialrice  ||Bp|| 
peuvent.  s'aiiTUiler  :  r/^,  (lc\ieiil  iiKléleiiniiiû  alors.  Mais  il  esl  clan-  <|iie,  ilans  ce  cas, 
on  a  aussi 

(_©  =  tE)'=  03"  =  .  .  .=  o, 

en  soiie  que  o^,  devienl  iridclcrniiné  en  même  temps.  K('ci|ir'o(juemenl,  si  o^, 
devieni    iudélcrinini'',  il  on  esl  de  riièuie  de  dp. 

Nous  avons  supposé  p  <  //,  mais  le  tliéorèaie  resLe  encore  vrai  dans  le  cas 
p=z  ii;  on  retrouve  alors  un  résultai  connu  (théorème  VII). 

L'énoncé  du  tliéorènie  se  simplifie  un  peu  dans  le  cas  5^  i,  et  si  l'on  se  raj)- 
pelle  l'espèce  de  réciprocité  que  nous  avons  signalée  dans  le  n"  î>,  on  verra  ipic, 
dans  ce  cas,  [>  pcul  avoii'  une  valeur  (]uelcontjue  |)lus  pelilc  ou  |ilus  i;rande 
que  n. 

Systèmes  de  coiigrucncrs   Unéttircs. 

22.   Etant  donm''  un  système  de  m  congruences  entre  n  inconnues 

(l)  X/^  «/,,./•, -F... +  a,-,„r„  =  o         (modM), 

on  peut  en  déduiie  un  système  équivalent,  soit  en  opérant  une  substitution  de 
déterminant  ±1  sur  les  inconnues  a'(,X2,  ...,.r„,  soit  en  remplaçant  les  m 
congruences  données  par  m  combinaisons 

(a)  X  ;•=/>,■,,  X.-^/^/.oXj +  ...  +  /;,•,, „X„,i=o        (modM). 

t  =  I,  2,   .  . . ,  m, 

le  déterminant  des  entiers  jo,^/;  étant  encore  ±1,  en  sorte  cpTon  peut  exprimer 
réciproquement  les  X,-  par  les  X^. 

En  étudiant  les  é(|uations  linéaires  indéterminées,  nous  avons  employé  exclu- 
sivement le  premier  moyen,  la  sidistilution  de  nouvelles  inconnues;  mais  ce  n'est 
qu'en  opérant  à  la  fois  par  les  deux  méthodes  qu'on  peut  olitenir  la  |)Ilis  giande 
simplification  possible. 

En  multipliant,  dans  le  .système  (i),  les  piemiers  mendjres  par  j,,  j^,,  .  .  •,.rw 
et  ajoutant,  on  obtient  la  forme  hilinéaire 


'11' 


l    =1,2,     ....    /"  \ 
/,=I,    ■>. Il    ,/ 

Nous  (lirons  ipie  c(Ute  l'orme  liilinéaire  correspond  au   système  de  congruences 
donné. 
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Une  substltiilion  linéaire  sur  les  x,  dans  le  système  (i),  condiiii-a  à  un  système 
transformé  (i'),  et  il  est  clair  que  la  forme  bilinéaire  qui  correspond  à  ce  sys- 
tème (i')  s'obtient  simplement  en  effectuant  directement  la  même  substitution 
sur  les  X,  dans  la  forme  F. 

D'autre  part,  si  l'on  remplace  le  système  (i)  par  le  système  (2),  on  constate 
que  la  forme  bilinéaire  correspondante  au  système  (2)  s'obtient  simj)iement  en 
opérant  dans  la  forme  F  la  substitution 

(i  =  l,  2,   .  .  .,  ni). 

On  voit  par  là  que  nous  avons  à  étudier  les  dilïérenles  formes  que  peut 
prendre  la  forme  F  en  opérant  sur  les  variables  x,r  des  substitutions  de  déter- 
minants ±  I . 

23.  Un  apjjelle,  en  général,  forme  en  Aritliméti(|ue  un  polynôme  homogène 
de  plusieurs  indéterminées  x,  y,  z-,  ...  à  coefficients  entiers.  Si  une  telle 
lornie  F  prend  une  certaine  valeur  /w,  pour  certaines  valeurs  entières  des  indé- 
terminées, on  dit  qu'elle  représente  le  nombre  m. 

En  effectuant  dans  F  la  substitution  à  coefficients  entiers 

X  =  «ja^'-f-  b,y  -i-  CiZ'  -i-,  . ., 
y  z=  a.,x'-+-  b.,y  -r-  C2-'-4-.  . ., 
z  =  fTj  a;'  -t-  ft -, j/'  -1-  03  x;'  + .  . . , 


on  obtiendra  une  nouvelle  forme  F',  el  l'on  dit  que  F  renferme  F',  ou  bien 
encore  F'  est  eonlcnue  dans  F.  H  est  clair  que  tout  nombre  ni  qui  peut  être 
représenté  par  F'  peut  être  représenté  aussi  par  1",  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu 
nécessairement. 

Le  cas  particulier  où  le  détcrminaiil  de  la  substitution  que  nous  venons  d'effec- 
tuer est  égal  à  ±:  I  est  le  plus  important. 

On  peut  alors  exprimer  réciproquement  x' ,  j',  ;',  .  .  comme  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  x,  y,  z,  ...  et  F  est  contenue  aussi  dans  F';  on 
dit  alors  que  les  formes  F  et  F'  sont  équivalentes. 

Il  est  évident  que  deux  formes  équivalentes  représentent  les  mêmes  nombres. 

Ce  qui  caractérise  une  forme  F  dans  ces  considérations,  ce  sont  ses  coefficients; 
la  notation  des  inconnues,  au  contraire,  n'a  aucune  importance  et  l'on  peut  ainsi 
remplacer  dans  F'  les  lettres  x\  y',  z',  ...   de  nouveau  par  x,y,  z,  .    ■ . 

L'un  des  problèmes  les  plus  importants  qu'on  a  à  résoudre  est  maintenant  le 
suivant  :  Etant  données  deux  birmes  F  et  F',  décider  si  elles  sont  équivalentes  ou 
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non.  El,  pour  compléter  la  solution,  il  faudra  encore  trouver,  dans  le  cas  où  il  y  a 
équivalence,  toutes  les  substitutions  qui  transforment  F  en  F'. 

Plus  i;énéralement,  on  peut  demander  à  recounaitre  si  F'  est  contenue  dans  V, 
mais  nous  nous  bornerons  ici  à  ajouter  (juelques  remarques  sur  les  conditions 
d'équivalence  seulement. 

Dans  certains  cas,  la  solution  complèle  do  ce  problème  se  présente  sous  la 
forme  suivante  : 

Pour  (|ue  la  forme  F  soit  é(|uivalente  à  F',  11  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 

Ici  l|,  F,  .  .  . ,  1^  sont  certains  nombres  qui  dépendent  d'une  manière  déter- 
minée des  coefficients  de  la  forme  F,  et  1',,  !!,,  .  . ,  I^  dépcnilenl  de  la  même 
façon  des  coefficients  de  F'. 

On  peut  dire  alors  que  I,,  F,  ...,  ]/,  forment  nn  système  complet  d'i/nariants 
de  la  forme  F,  et,  pour  que  deux  foi'mes  soient  équivalentes,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elles  aient  les  mêmes  invariants. 

On  peut  étendre  facilement  ces  considérations  au  cas  où  la  forme  F  dépend  de 
plusieurs  séries  d'indéterminées,  comme  cela  a  lieu  pour  la  forme  bilinéairc  du 
n"  !22.  Et  l'on  peut  aussi  considérer  simultanément  plusieurs  formes  F,  O,  .  .  . 
([ui  dépendent  des  mêmes  indéterminées. 

24.  Pour  en  donner  immédiatement  un  exemple,  considérons  m  fonctions 
linéaires 

X,-  =  «,:,iri-T-  «,-,2a'.2-+-.  .  .-1-   (li^in+n-^m^  Il 

(t  =  I,  '2,  . . .,  m), 

et  un  second  système  analogue 

X!  =  a'i.i  ^i-i-  a'f^^x-2-^-- .  .-i-  a'i, 111+11^111+ II 
(t  =  I,  '2,  .  .  . ,  m). 

Comment  pourra-t-on  reconnaître  si  les  deux  systèmes  sont  équivalents  ou  non, 
c'est-à-dire  s'il  est  possible  oui  ou  non  de  les  transformer  l'un  dans  l'autre  par  une 
substitution  de  déterminant  ±  i?  La  réponse  est  ici  immédiate  d'après  les  déve- 
loppements du  n"  10.  En  effet,  nous  savons  que,  par  une  substitution  de  déter- 
minant rt  I,  on  peut  transformer  les  X,  dans  les  Y,- 

Y,   =  rf,j„ 

Y2  =^,a'.^-^2/■2, 

Y3     =  p3,lj'l-i-  P3,2^2-*-c;3_K3, 
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où  (/(,  d.,1   •  .  -,  (I ,„  sont  des  Dombres  positifs,  et 

o^<^i,k<di         [/:=  1,2,  ....  (j-i]. 

Ces  nombres  f//,  p,-^;;  forment  maintenant  un  système  complet  d'invariants,  et, 
pour  (]ue  deux  systèmes  soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  qu'ils  admettent  les 
mêmes  invariants. 

En  eflet,  si  les  deux  systèmes  sont  é(|uiva]cnts,  ils  représentent  les  mêmes 
systèmes  de  m  nombres,  et  dès  lors  leurs  invariants  sont  égaux,  car  nous  avons 
remarqué  (n°  10)  que  ces  invariants  dépendent  uniquement  des  divers  systèmes 
de  nombres  représentés  par  les  formes  linéaires.  Celte  condition  de  l'égalité  des 
invariants  est  donc  nécessaire  pour  ré([uivalencc,  mais  elle  est  aussi  suffisante 
manifestement. 

On  voit  que  la  solution  a  été  obtenue  ici  en  Iransformant  les  formes  linéaires 
X,  dans  les  \,  qui  affectent  une  forme  paiiiculièremcnt  simple.  Ce  système  des 
Y,  pourrait  s'ap|)cler  (//;  système  réduit  ;  il  est  unicpie  et  le  même  pour  tous  les 
systèmes  équivalents. 

!2o.   Revenons  maintenant  à  la  forme  biliuéaire 


F=yy«,;,-v. 


•kyi 

i  =  \,  1. 

A=I,   9, 

En  opérant  sur  les  x^,  v,  des  substitutions  de  déterminants  ±  i ,  on  obtiendra 
une  forme  équivalente 

Nous  allons  montrer  que,  parmi  ces  formes  équi\  alentes,  il  y  eu  a  toujours  une, 
parfaitement  déterminée,  qui  affecte  la  forme  très  simple 

eiXxy^-^  e.Xiy.i  + . . .+  e,,Xpy,„ 

et  que  nous  appellerons  la  forme  réduite.  Ici  C|,eo,  ...,ep  sont  des  entiers 
positifs,  e/i_,  divise  Ck,  et  p  est  tout  au  plus  égal  au  plus  pelil  des  nombres  m 
et  n.  Ensuite  on  reconnaîtra  facilement  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'équivalence  de  deux  formes  bilinéaires  consiste  en  ce  qu'elles  admettent  la 
même  forme  réduite.  On  peut  donc  considérer  les  nombres  e,,  Co-  •  •  •  >  <'/)  comme 
un  système  complet  d'invariants  de  la  forme  bilinéaire  F. 
Considérons  la  matrice 

Il  a,-,/.  Il     ou     ||A||. 


sur,  i,\  TiiÉoniE  DES  nombres.  87 

formée  pur  lus  coefficients  de  F.  Nous  désignerons  p;ir  il^  le  plus  grand  coniirmn 
diviseur  (pris  posilivcment)  des  coefficients  c/,/,,  par  J.^  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  délerminanls  du  second  degré'  iris  ([ue 

1    ",■,/.       «,.,/    I 

de  même,  par  d^  le  |).  g.  c.  d.  des  d('terminants  du  troisième  degré,  etc. 

Si  tous  les  déterminants  du  dcgri'  p  ne  sont  pas  nuls,  mais  si  tous  les  détermi- 
nants du  degré  p  -\- i  sont  nuls,  on  aura  ainsi  la  suite  des/)  nombres 

et  nous  supposerons  alors  dp^/,^—  o.  Il  est  clair  que  c//,    ,  divise  d/t  et  nous  posons 


d,  dj. 


,                     "2                                         "r 
e,  =  «!,  e-2=j-'  ■•■'  ep=    7 ;  c,,+k 

"1  "H-l 


Ces  nombres  e  sont  des  entiers,  nous  les  appellerons  déjà  les  invariants  de  F; 
nous  verrons  plus  loin  que  eA_i  divise  e/,-;  p  est  tout  au  plus  égal  an  plus  petit  des 
nombres  m  q\  n. 

Soit  maintenant 

H  "'/,/.  Il     o"     IIA'I, 

la  matrice  formée  par  les  coefficients  de  la  forme  F'  écpiivalenle  à  la  forme  1"\  et 
d'i^  le  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  de  degré  l\  de  cette  matrice.  Il  est  clair  que  tout 
déterminant  de  degré  /»  de  la  matrice  |]  A'  [  est  une  fonction  linéaire  et  liomogène 
de  divers  déterminants  de  degré  k  de  la  matrice  ||  A  ||.  Donc  <-/^.  est  nécessairement 
divisible  par  di,  et  tous  les  déterminants  de  degré  p  +  i  de  ||  A'||  sont  nuls.  Mais, 
p<un'  la  même  raison,  d^  doit  être  divisible  jiar  (/^  ;  donc 

et  tous  les  déterminants  du  degré  p  de  ||  A' ||  ne  peuvent  pas  être  nuls.  On  \oit 
par  là  que  les  deux  formes  bilinéaires  équivalentes  F  et  F'  ont  les  mêmes  inva- 
riants e, ,  «"21  •  ■  • ,  Cp- 

L'égalité  des  invariants  est  donc  une  eotulilion  nécessaire  pour  réquivalencc 
de  deux  formes,  qu'elle  est  aussi  une  condition  suflisaute;  cela  i-ésuil(;  ensuite 
immédiatement  de  la  proposition  (jue  nous  a\ons  énoncée  déjà,  d'après  bupielle  la 
forme  F  est  équivalente  à  la  forme  ri'duite 

Ci^ifi+  e^x-ifi-r..  .H-  epXpy,,. 

lin  ellet,  (ra|)rès  cela  ilcu\  formes,  dont   les  iinarianls  sojit  égaux,  soûl  ('(lulva- 
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lentes  à  une  même  forme  réduite,  et,  par  conséquent,  aussi  équivalentes  l'une  à 
l'autre. 

26.   Nous  avons  à  montrer  maintenant  comment  on  peut  opérer  cette  réduction 
(le  F  à  la  forme  réduite.  Considérons  la  matrice 

«1,1,      "i,2,      "1,3,      •••,      ai,«, 

«2,1,  «2,2l         "2,3,  •••,         "2,«, 

"m,l,      "m, 2-      "m, 3,       •••,      "m,/i- 

Par  une  substitution  sur  les  .r^,  ou  peut  d'abord  réduire  la  première  ligne  à 
Oi,     o,     o,     . . . ,     o, 

8,  étant  le  p.  g.  c.  d.  de  «,j,  «,^2,  •••!  «i,/c  (H  va  sans  dire  que  nous  n'em- 
ployons que  des  substitutions  de  déterminants  ^±  i.) 

Si  après  cela  o,   divise  tous  les  autres  coefficients  de  la  première  colonne,  on 
pourra,  en  remplaçant  j'j  par  une  expression  de  la  forme 

sans  changer  j'2,  ■  ■  ■  >  y  m,  obtenir  une  matrice  transformée  de  la  forme 


(A) 


Mais  si  S|  ne  divisait  pas  les  coeflicients  de  la  première  colonne,  on  pourrait 
diminuer  ce  coefficient  o,,  et  le  remplacer  par  Oo,  le  p.  g.  c.  d.  des  coefficients  de 
la  première  colonne,  en  opérant  une  substitution  sur  les  y^  et  annuler  en  même 
temps  les  autres  coefficients  de  la  première  colonne.  Si  02  divise  maintenant  tous 
les  coefficients  de  la  première  ligne,  on  obtiendra  encore  une  matrice  de  la  forme 
(A),  en  rein|ilaçaiit  .z',  |)ar  une  expression 

sans  changer  .rj,  .  .  .,  .r„.  Au  contraire,  si  Oo  ne  divise  pas  ces  coefficients,  on 
pourra  le  diminuer  encore  par  une  substitution  sur  les  ,/■.  Il  est  clair  fpi'après  un 
iionilire  fini  d'()p(''ralions  ou  olilicndiii  Idiijdurs  une  lornic  ('quivaleiite,  dont  la 
nialrice  allectc  la  forme  jiarticulière  (A);  mais  on  [leul  simplifier  encore  et  obtenir 
une  matrice  (A),  dans  laquelle  o,  divise  exactement  tous  les  coefficients  ft,,A. 


Ol 

0 

0 

0 

0 

62,2 

^2,3         . 

.  .           ^'2,« 

0 

l',„.-2 

^«,.3        • 

■  .      h,„,n- 
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Eli  cfTfl,  sii|>|)()S(iii^  (|iic  0|  ne  divise  |);is  exaclcnicnl  un  des  ciH/llicicnls  //,•/,.  Il 
snffirn  de  i'eiii|ilMcci' ,/■/,  |i:ir  .r/, -1- .'i  jioni'  \n\i  p;irallre  ce  coellicieiil  />,/,  diiris  l;i 
]iremirre  ('(ilorinc  ;i\('c  o,.  En  l'cjtreiKinl  idors  1rs  ojx'ralions  de  tout  à  I  iienrc,  on 
obtiendra  un  Tahiraii  du  Ivpr  (A),  mais  daTis  lequel  le  coefllcienl  o,  a  une  valcLir 
moindre.  On  voit  d(inc  (|u'()n  [iriil  dinnnuer  ce  eoeflicient  tant  qu'il  ne  divise  pas 
tous  les  b,\/,,  et,  après  un  noiniire  lini  de  Iranshuinal  ions,  on  londiera  nécessaire- 
ment sur  une  forme  équivalente  à  E  <lu  l\pe  siiixanl 


■'i 

■'■> 

■^■, 

■  ■          ■'■„ 

ri 

«i 

o 

0 

O 

y-2 

1' 

'''■.,■2 

b,,; 

■■          ^2. 

y-i 

" 

0,.l 

Ij-^.l 

.  .          />3, 

Ym 

„ 

l'm.l 

b,n.^        ■ 

•  •       /'m. 

et  dans  lacpiclle  le  cocl'licienl  c,  divise  tous  les  aulrcs  coefficients  {>,/,. 

El  il  est  clair  imiiiédiatemenl  que  e,  est  le  p.  g.  c.  d.  des  coeflicicnls  <7/,/,.  Si 
maintenant  les  A,/,  ne  S(jnt  pas  tous  nuls,  on  pourra  continuer  la  incine  réduclion 
en  opérant  seulement  sur  les  varialilcs  ./o,   .  .  .,  .*„,    )...   .  .  .,  i-,„.   (_)n   ohtienilra 

ainsi  une  lorinc  ('(luixalcnlc 


.'■l 

J'o 

JCj 

^11 

t'i 

O 

0 

O 

o 

" 

'•3,1 

•  •         C.),„ 

o 

O 

C/,,,3        . 

•  •      c,„,„ 

où  e-,  est  un  multiple  de  c,  et  divise  tous  les  r,  /,. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  finalement  la  forme  réduite 


t'i  J:'iri  +  e-i^-i^i  +  ...-+-  ep.v,,y,,. 
pLiisfpic  ('/,    ,  divise  c/u   d  est  imiiK-diatemenl  clair  (pic   le 


,  c.  d.   ,lcs  dél, 
minants  de  degré  k  île  la  matrice  correspondante  à  celte  forme  ri'diiile  est 


d'où  l'on  \iMl  cjuc  les  c/,  oui  bien  les  salciirs  iiidiipiécs  prcc(''d<'nimciil. 

27.    Dans    la    pratique,    et    s'il    s'agit    seulement  de    calculer    Ic^    in\  ariaiils,    on 
pourra  remplacer  souvent  avec  avantage  le  procédé  que  nous  venons  dindiipicr 
S.  1-2 
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par  le  Miivaiil.  Après  avoir  (iblciiii  uni:  forme  écpilxalcnlo 


./■,             ./-g 

■'■:, 

.r„ 

71 

0, 

o 

...           n 

J-2 

O       O-i^-i 

f'l,:i 

■  •  ■          />2,„ 

}'■■< 

<'      l>i,-i 

h,,. 

■  ■        iH.n 

y»: 

"        !>,„.: 

I'm,s 

■  ■  ■       Ijm.n 

clans  laquelle  o,  ne  dhise  jjas  nécessuirenienl  les  bi^i,,  on  conlinnera  la  même 
transformai  ion  sur  les  indéterminées  ^o,  ...,  x„,  y.,.,  ...,1™,  ••••  De  cette 
façon,  on  finira  par  obtenir  une  forme  équivalente 


^l-^'ljl  +  ^2'^2  J'2  +•  •  •+  '^/J-'VJK,.' 


dans  laquelle  o,,  o^,  .  .  .,  2^  sont  des  nombres  positifs,  et  qu'on  jiourrait  apjicler 
une  forme  normale.  Il  est  clair  que  le  p.  g.  e.  d.  des  déterminants  de  degré  k  de 
la  matrice  correspondante,  qui  doit  être  égal  à  <;//,,  est  ici  simplement  le  p.  g.  c.  d. 
des  divers  jiroduils  k  à  k  des  nombres 


duù  Ton  conclut,  d'après  les  explications  du  (jliap.  1  (n'"'  8-10),  que  les  inva- 
riants t'i,  Cj,  ...,  Cp  sont  sinijilement  les  nombres  tédaiis  de  o,,  Oj,  ...,  3^. 
Ayant  ainsi  obtenu  une  forme  normale,  on  eu  conclut  donc  sans  difficulté  les 
invariants.  On  voit  aussi  que  cette  forme  normale  n'est  pas  unique  comme  la 
forme  réduite,  mais  il  existe  toujours  un  nombre  fini  de  formes  normales  équi- 
valentes à  une  forme  donnée  F. 

On  peut  montrer  facilement,   d'une   façon  directe,  que  la  forme   normale  est 
(■qui\  alente  à  la  forme  réduite,  (considérons  pour  cela  une  lorme 


et  posons 


(  Oi,   82)  =  c/.  I  Si,   O2  I  =  //i. 


On  |)eut  niaintenant  transformer  directement  F  en  F'  par  les  substitutions 

,7-2  =  Y^'i  +  2^-;,      ^2  =  ï>i  +  s>2, 

(1)  ■  ao  -   [iY  =1, 

(2)  «'î'_|3'Y'  =  i. 
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Eli  cllrl,   lr>  CDiidilidUS  du  |iriililriiic  ^onl 

(  3  J  0|  %%  -t-  O2  Y"'  =  'A 

(4)  o,«3'+o.2-p' =  0, 

(â)  0ifi2'-!-0.2C-|''=  1), 

(0"l  0,  fi^'-f- 0200' =  «i. 

Pour  y  satisfaire,  on  prendra,  pour  a',  v',  deux  nomlires  premiers  entre  eux, 
soumis  à  cette  seule  restriction  que 

f  oja',  o.jy'  >  =  (01.02)  =  d. 

Cela  peut  se  faire  évi<leiumeiil  d  une  inliaih-  de  manières;  le  plus  sini|)le,  c  est 
de  jH'endre  a'^n  r'z=  i  . 

On  chereiiera  ensuite  deux  nnmhrcs  7.  ri  --  (pii  salislbnl  à  la  relation  (3),  puis 
on  prendra 

p=--/-,        ^  =  +-77-' 

en  sorte  (|ue  la  reialion  (5)  se  Iroiive  vérifiée  ei  en  même  leni|)s  la  relation  (1"), 
car 

■■'■"  -  fï  = Ji —  =  ■• 

Par  suite  de   ces  xaleiu's  de  [i  et  0,  la  relation  (Cil  te\ienl  à 

~i|a'o'—  fJ'Y')  =  /;/, 

c'est-à-dire  elle  rentre  dans  la  formule  (a),   car  0,00  =  /»r/.  Il  miIÏIi   donc,  poiri- 
achever  la  soliitidu,  de  dcMerminer  |j'  et  o'  par  les  relations  (2)  et  ( /j)  <pii  donnent 

Il  est  (laii-  maiiileiiani  i|ii<'.  par  une  application  ri'-|iétée  de  la  tran-ilnrinal  iiiri 
tjuc  nous  venons  d'indiquer,  ou  pourra  transfoiiner  une  forme  nt)rmale 


dans  la  forme  r('duili 


''\3'\y\  -4-  o.>.r.2_r2  -H ...  -H  o,,.r,,  r/> 


■i-r,  Ki-H  ''•2  3"2r2  +  .  •  .+  ''/,-?>,r,, 


ni'  Sdus   une 


•^S.    On  peut  ('niinecr  le  r('sullal  prirnipal  ipji-  nous  Ncnons  d'ohteni 
lorme  un   p<'u  ddliTi'iile  ;  mai-,,  poiii-  sim|)lilier.    nous    supposerons    m  ^-.  n  et   le 
d('lerniinanl  |  r/,  /,  [  diHV'rcnl  de  /ito.  en  sorte  que  /;  =  //. 
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Lii  loiiiie  hilinéairc 


F  =  y]  y]  "/,/.-'■/,.)•/  =  X|_;',^X,j)',4-...+  X„_x„. 
1     I 

X,  =  «/j  .r.  H-  «,2  •■'"2-1- .  . .  -^  «,-,«  -Ti, 

esl  rédiiclible  à  lu  l'orme  rcduito 

F'  =  ci-r ',)'',  -t-  e,^2_;)'2  -H.  .  .-i-  e„.r;, /J, 
par  les  subslilutions 

1  1 

Supposons  qu'oïl  ait 

•î-;- = y  /*'■.'■  •'■'.'    j''  =  'S  '/'.'•  ■'■'•  • 


Si  Ion  suljslituc  ces  valeurs  des  y\  dans  F',  le  coetlicienl  de  j',  esl  nécessaire- 
ment éi;al  à  X,  :  donc 


OU  bien 

II) 

si  l'on  pose 

(II)  li  =  eix\,         t^^e-ix',,  t„  =  Cii.r'„. 

Un  voit  donc  que  toute  substitution 

Xj  =  "/,!  -î'i  -H  "/,2-î'2-t-  ■  ■  ■-\-  ai,n^ii 

i  i  =  1,-i. Il) 

peut  être  remplacée  par  trois  suljstilutions  successives,  la  première  (I),  de  déler- 
niinanl  dz  i  introduisant  les  variables  t^,  t.,,  ...,  t„,  la  seconde  affectant  la  forme 
particulière  (II),  tandis  que  la  troisième 


(Fil) 


'■'i=^Pi.i'- 


a  encore  un  d(i(rniinant  éi;al  à  zfc  i  . 

1!  (Si  à  peine  nécessaire  de  dire  qne,  dans  cet  énoncé,  on  pourrait  remplacer 
1rs   iuxarianls  ^'i,  c.,, ''„   par  les  coefficienls  o,,  o.,.  ...,  o„  d'une  forme  nor- 
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niale  L'Cjnlvalunlc  à  F.  El  lo  cas  p  <i  n  n':ip|i()i'Lc  non   |iliis  une  inodilical  ion  ;  oti 
aura  seulcmciil  alors  e/^  =  o  ou  o/,  =  o  pour  /,  >/>. 

Le  nouiliic  /'  i|ui'  nous  a\(jus  \u  s'inlroduirc  dans  l'élude  de  la  f'oriur  ljilin('airr 


\/.  =  1,2. 


s'appelle  le  rang'  de  la  l'orme  bilinéairo  ou  de  la  lualrice  des  a,\/t. 

Nous  dirons  quelquefois  aussi  que  r,.  >'., c^,  son!  les  invariants  do  celle 

nialrice. 

29.  L'invariant  c/,  a  élé  délini  d'ahoi-fl  par  le  quotient  f//i'.(//^_,  ;  M.  Smilli  a 
obtenu  encore  i\ur  autre  expression  remarquable  de  ce!  invariant. 

Considi'rons  un  dc'lerniinanl  ipielconquc  du  degré  /.'  de  la  matrice.  Divisons  ce 
délerniinant  par  le  p.  g.  e.  d.  de  ses  propres  mineurs,  soil  E^  enfin  le  p.  g.  c.  d. 
de  tous  les  quolienls  ipi'on  nljlieni  ainsi;  alors  le  tlié'orème  i\o  M.  Smilli  consiste 
en  ce  (pi'on  a 

E,,  =  e/,. 

Pour  ('viter  toute  ambiguïtc',  ajoiilons  que,  lors(pi'iin  des  délerniinanls  de 
degré  k  est  nul,  on  doit  adopter  toujours  la  valeur  zéro  pour  le  quotient  obtenu 
en  divisant  le  déterminant  par  le  p.  g.  e.  d.  de  ses  mineurs,  même  si  ces  derniers 
étaient  tous  nuls. 

Il  convient  du  reste,  dans  ces  considérations,  de  regarder  z<'ro  comme  le 
p.  g.  (■.  d.  de  jilusieurs  nombres  qui  sont  tous  nuls.  C'est  seulement  avec  cette 
convention  cpie  le  principe  du  n"  (j  (Cbap.  !)  reste  applicable  au  cas  où  l'on 
n'exclut  pas  la  valeur  zéro  pour  les  nombres  /i,  h,  c,  .  . .  ,  /. 

Nous  allons  démontrer  d'abord  un  cas  |)articuliiM-  du  lli(''orème  de  M.  Smilb. 
Supposons  n^rn  dans  la  matrice 


nous  ferons  voir  que  E,„  =  e,ii=  d,,,  '.  (l,i,-\-  Nous  pouvons  sup|ioser  que  d,,,  n'est 
pas  nul,  car  on  aurait,  dans  le  cas  contraire,    E„,^e,„^o,    et  l'on  peut  écrii'c 

(voir  n"  9) 

i:  mi  =  i:bi:x||<;ii. 

jj  B  II  étant  une  matrice  du  I  ype  m  >■:  /ii,  ||  C  ||  une  matrice  <lii  même  I  v|ie  <pie  ||  A  || 
dont  le  plus  grand  ili\  iseui'  est  l  unilc'.  (  )n  reconnafl  aisément  (pie  les  matrices  ||  A  || 
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et  II  B  II  ont  les  rnrnies  in\  arianls,  car  la  forme  bilinéairc  de  x,,  .  .  . ,  .r„,  j', ,  .  .  . , 
j-,„,  dont  la  matrice  est  ||  l>||  com|)léU'e  par  /i  —  m  colonnes  de  zéros,  est  équi- 
valente à  la  forme  bilinéaire  dont  la  matrice  est  ||  A  ||.  Nous  savons  de  plus  qu'on 
peut  écrire 

fil         O         <)        ... 


ou      (/==(• 


donc 


ei      o     o 

o     e.v 


xllDll, 


||D||  =  ||t'||  X  II  G  II  étant  une  matrice  du  tvpe  in  ,x  ii  dont  le  ])lns  i;rand  diviseur 
est  l'unité. 

Si  Ion  considère  les  divers  déterminants  du  dei^ré  in  —  i  d(^  ||  A  ||  qui  ren- 
ferment m  —  I  colonnes  données  de  cette  matrice,  on  constate  (|ue  le  p.  t^.  c.  d. 
de  ces  déterminants  ne  change  pas  si  l'on  midtiplie  la  matrice  par  ||  i/ 1|  '.  On  en 
conclut  que  le  nombre  E,„  est  le  même  pour  les  deux  matrices 

||Â||     et     ||«||-<x||Alh 
il  suffira  donc  de  prouver  légalité  E,„  =  r,,,  dans  le  cas  de  la  matrice 


o      e-i 


xllDll. 


obtenue  en  multipliant  par  r,,  Co,  .  .  .  ,  c,,,  les  m  lignes  de  ||  D  ||. 

Soient  II  0,  ||,  ||  f)o  ||,  ...  les  diverses  matrices  du  type  m  x  i»  contenues  dans 
D||;  '"^1)  ^-2,  ■  ■  ■  leuis  di'lcrniinanls;  Wj  le  p.  g.  c.  d.  des  mineurs  de  ||  W,  ||  qui 
ne  renfermeTit  pas  la  dernière  ligne;  en  sorte  que  ^  est  entier.  Enfin,  désignons 
par  ro,  le  quotient  obtenu  en  divisant  le  déterminant  de 


(U 


x||e,-| 


sti'.   i..\  tiiI'.(h;ii.  Di.s  mi.mi!Iii;s.  ()5 

par  le  [).  f;.  c.  il.  ilc  ses  iiiliiciirs;  il  s'eiisiii\  im 

li,„  =  (m,,  raj.  m-j.  .  .  .). 

Mais  il  est  clair  (|uc  le  |).  i;.  e.  il.  des  uiiiieiirs  de  y\)  est  dixisililc  par 
(\<'2  ■  ■  .  (■;«_!  =  (/m-\^  et,  d'autre  |)art,  a-  ]>.  i;.  e.  d.  est  lui  diviseur  de  '/,„_,  X  T,- 
(car  f/m_iX*r,  est  le  p.  i;.  e.  d.  des  uiiiieurs  ({ui  ne  reulei'nieiil    pas  la  dernièr<' 

liffnc).  Done,  ro,  divise  e,„(-),  et  est  divisil)lc  liai-  -^^  ^  — •  Ou  a  diinc  uécessai- 

o       /  '      '  'M  ,■  a, 

remenl 

('^,  '^,   ...)  =  Hxe,„. 

Cl,  d'auLre  part,  e„,  est  le  p.  g.  e.  d.  des  uoiidjres  (.'„;(-),=  ra,[ï/ 

(  CT]  pi,  rojfl,.  •  .  .)  =  e,u- 

Le  nombre  E„,  =  (  ro, ,  ra^,  .  .  .  )  doit  doue  être  uu  multiple  de  N  X  t',„  et  uu 
diviseur  de  c,„,  ce  qui  exige 

N  =  1,         E,„  =  e,,,.  c.  g.   v.  u. 

A  l'aide  de  ce  cas  parlieulicr,  il  est  facile  d'arriver  au  théorème  géne'ral. 

Si,  dans  une  matrice  quelconque  du  type  /»  x  /i,  an  se  propose  de  calculer  le 
nombre  Ea,  on  peut  eouimencer  par  choisir  /,■  colonnes  verticales,  puis  diviser 
chacun  des  détermlnauts  du  degré  /,■  de  cette  uialrice  partielle  du  l.ype  /»  x  A" 
(ni^k)  par  le  p.  g.  e.  d.  de  ses  propres  mineurs.  Soit  ).,  le  p.  g.  c.  d.  des 
quotients  ainsi  (jlttcnus;  alois,  d'a|)rès  ce  (pie  nous  venons  de  voir,  ),/  est  le 
/j.ieroc  invariant  de  la  malriec  partielle.  Par  conséquent,  X,-  ne  changera  jjas  en 
effectuant  surj,,  .  .  .,  )„,  une  sidjstilution  de  déterminant  ±  i  .  IMais  E,;  est  évi- 
demment le  p.  g.  e.  d.  des  divers  nombres  X,,  ),o,  .  .  .  correspondant  aux  divers 
groupes  de  /.  colonnes;  done  E/,  ne  change  pas  par  celle  substitution  sur  jKh 
)'j,   ...,   )■„,.  I*ar  le  même  raisonnement,  cm  voit  (pie  Ea  ne  change  pas  en  effec- 

luant  sur  les   .r,, ;„   une  substitution  de  déterminant  ±1.   Ea  est  done  le 

même  pour  toutes  les  (ormes  éc[uivalentes  à  F  et,  en  considérant  la  (orme  réduite 
ou  une  (orme  normale,  on  constate  que  Ea^^c'a-    " 

30.  La  nouvelle  expression  des  invariants  eondiiil  à  plusieurs  conséquences 
importantes.  Soient 

t'i,     e.2,     ...,     Cp 

les  invariants  d'une  matrice  ||  ai,/i  \\  on  ||  A  ||.  Siipprijiu)ns  dans  j[  \  ||  une  colonne  ou 
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iiiic  ligne,  désignons  piir  |  A'  |]  hi  malricc  ainsi  oljlonLic.  cl  ])ar 


ses  invariants.  11  est  clair  que  q'ip  et  ensuite  e^.  est  divisible  de  c/. 

Si,  au  lieu  de  sujjprimer  une  colonne,  on  avait  multiplié  les  éléments  de  cette 
colonne  par  un  noml)re  entier  N,  les  invariants  de  la  nouvelle  matrice  ||  A"  ||  seraient 

e  I  ,        ^2  î         .  •  •  î        ^ p- 

et  e\  est  divisible  par  c^.  Soient  en  effet  P,;  le  p.  g.  c.  il.  des  déterminants  du 
degré  k  de  ||  A  ||  qui  ne  renferment  pas  la  colonne  que  ion  change,  Q,i  le  p.  g.  c.  d. 
des  déterminants  qui  renferment  celte  colonne,  on  aura 

rf/,_,  =  (P/._,,  Qi-,  ),         d),_,  =  P/,_,,         d\_,  =(P/,_,,  NQ/,.,)  : 
donc 


dl       (  P/,,  NQ/.. )       1  P/,..  NQ/,,  NP/,  )        (  Pa-,  N d,  )       [  V 


V.  N 


dk  d/,  dl,  dk  \  d, 

de  même 

■    «'/.-.       Wa-1        / 
Puiscpic 

Pa     P/,-1 
d/,     rf/,-1 

est  entier,  il  en  est  de  même  de 

dl     d"i._ . 

-■.—^=e,:e,.  c.  0.  P.  D. 

Il  est  facile  maintenant  d'établir   les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'une  forme  bilinéaire 

soit  contenue  dans  une  forme 
En  eOet,  soient 

1 

I 
les  deux  siibstilulions  (pii  transforment  Fen  G.  On  reconnaît  d'abord  que  le  rang 
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de  G  ne  |iriil  |):is  ^ijr-|)iiss<'i'  le  rnii^  cli'  F,  cai'  un  (hUiMiii  iiiiiiil  i|iii'lriiiii|iic  de  la 
inaU'icr  ||  />,,(■  |j  es  l  une  fonil  ion  li  m'a  ire  et  li(>nnii;èn('  ile'~  (li''lefuiln:iuts  de  ||  '/,,/,  ||. 
(lliaeune  des  smIi^IJIuIkhis  (Jui  liaii>lonnent  F  l'n  (i  j>eul  rlir  iein|)lacée  jiar  une 
suile  de  trois  sul)slllulioiis  comme  au  n"  ïJ8.  Les  sulislltui  Ions  de  dc'h  inilnanls  ±:  i 
ne  cliangent  pas  les  invariants,  mais  une  substitution  telle  (|uc 

f,  —  eix'i 

a  évidemment  pour  ellel  de  niulii|dicr  lis  iu\arianls  |iar  certains  noml)res  entiers. 
Les  invariants  di'  (i  soûl  doue  di\isdiles  par  les  invariants  correspondants  de  F. 
On  reconnaît  facilemeul  (pu>  celle  ei  nid  il  ion,  i  pu  est  nécessaire,  est.  aussi  s  n  l'Usa  n  te. 

TnÉor.ÈME  XL  —  l'iiiir  (jii' une  fornie  hiliii/'aire  (i  snil  conleiiiir  diuts  lu 
foriuc  F,  //  faut  il  il  siijlil  (jiie  h'  i-ani^  de  (\  ne  si/r/»/sse  /mx  le  /-(//i^-  tir  F,  el 
(jue  lex  tDviiriaiils  <le  <  î  soienl  (li<,isililes  p/ir  les  iin-eirienUs  i-oi-respiiinlunts  de  F. 

Ce  résultai  coinjirend   aussi  le  cas  de  ri'ipiualcncc. 

31.    Considérons  inaintenani  les  s\slèmes  de  congruences  lini'aires 
1    iij  I  .;■,  +  (I,  .>./■.!  +-...-!-(■/,•  „./•„  -^  II,  (  mkkI  m  ) 


Désignons  par 


dT~, 


('('=1,2 /(  ) 


les  invariants  de    la  matrice   du    svstènie   cl   cen\  de  la   matrice   complétée,  ^^ous 
supposons  cpie  d„   ne  soit  pas  nul. 

l'osons 

c,  =  (M,p,-j.         Y/  =  (M'-'i- 

c  =  c,c, ..  .c„.      r  ^  -,',Yi . .  ■■{„■ 

alors  on  peut  énoncer 

Théoiu;mf.  XII. —  /'oi/r  t/i/e  le  syx/èiiie  ij)  /idniel/e  des  solii/ions,  il Jaiil  el  il 

siillil  iiu'ein  eiii 

r;  =  i\ 

Si  celle  eonditieni  esl  sul is/nile.  le  iiandire  des  srdi/lioiis  esl  e.rtielenienl  =  C. 

l-'.n  eflet,  d'après  le  lliéoièiiie  \  111,  le  svsiéiiic  (1  )  admettra  de.-  sohilliins  sciile- 
iiiciil  dans  le  cas  où   les  plus  t;raiids  dl\iseurs  dt's  deux  matrices 

l\l       o      ()      ...       n       <(,.,       ...       n, 
o      iM     ()     ...      o      a.j,i      ...      «2 


M     "„, 


l'^ 


9» 
et 


M     o     0 
o      M     o 
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'>      "1,1 

o         rt.ij 


rt.i  „        Un 


sont  égaux. 

Mais  le  premier  de  ces  nombres  est  évidemment  égal  ;i 

(M",  M«-i ,/,,  M"-V/î M  (/„_i  (l„  ) 

=  (iVl",  M''-' Cl,  M'-^'^cif, .. .  M  de.,...  (•„_,,  cje, 
=  (  M,  c,  )  X  (  M,  c,  )  X  . . .  X  (  M,  (?„  )  =  C. 


c«"» 


et  le  second  de  ces  nombres  est  pour  la  même  raison  =  F.  La  jn-cmièrc  partie  du 
théorème  est  ainsi  démontrée.  Pour  oblenir  le  nom!)re  des  solutions  dans  le  cas 
C  =  r,  il  sufllt  do  se  rappeler  que.  par  une  suhstilulion  de  déterminani  ±  i 

I 

et,  en  remplaçant  les  équations  (T)  par  des  combinaisons  convenables,  on  peut  ob- 
tenir un  système  équivalent  de  la  forme 

<?/''!  =  ./'/  (IIIO(IM). 

Or  le  nombre  des  solutions  de  ce  dcrni<n'  système  est  évidemment 

(  M,  c,  )  X  (  M,  C.2  )  X  .  . .  X  ( M,  e„  )  =  C. 

Il  est  à  remarquer  (pie  v,  ^  (M,  î,  )  divise  c,=  (M,  Cj),  car  î,  divise  c,.  La  con- 
dition G  =  r  exige  donc  qu'on  ait 

'■,■=  T/  ('"=1,  ■■2.  •••-  ")■ 

3â.  On  peut  donner  au  théorème  Xll  une  autre  forme  en  su|iposant  décom- 
posé en  lacteuis  premiers  le  module  M. 

Soient  [A,  o/i,  a;;  les  exposants  des  plus  hautes  puissances  d'un  nombre  premier/;, 
qui  divisent  respectivement  M,  di^,  O/,.  Alors  on  a 


(■) 

(2  1 

(3) 
(4) 


itii  —  «„_i  ;■  a«_i  —  rt«-2  =  .  . 
"/.  —  "/ -1  =  2/ —  'J-i.- 
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car  nous  savons  (|iie  les  ia|i|)(irls 

'•'/,+i:t'/,    î/,-+i  ;  S/,.,    <//.:  ^k-    e/,  :  £/,■ 

sonl  des  entiers. 
La  condilion 

{d,„  f/„_,M,  '/„^i'M\  ...,  M")=  (o„,  o„_iîM,  o„-2AI2,  ...,  iM") 
(levrcnl   niamh^nanl  [loiir  eliaqne  nonilii-e  premier/?  qui  <livise  M 

(5)  (p",:,  p<'„-,+V;  y,.',,-,-*  ■!]'.    .  .  .  ,  p'Hi)  =  (  y,ï„,  /,x„-,+!J.,  p'^,-,+n>.,    .  .  .  ,  y;«|J.). 

Supposons  que,  dans  la  série  (a),  le  premier  terme  plus  petit  que  a  soit  y.^ —  Xd-i; 
alors  la  relation  (5),  qui  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (pie  les 
conf^ruences  adinelleni  une  sohilion  pour  le  moduli' //!',  dexient 


elle  nombre  des  solutions  est  alors /;"«+'"  '^'l'-.  C'est  ce  que  l'on  trouvera  par  une 
discussion  facile  en  s'aidant  des  inégalités  (i  ),  (2),  (o),  (4). 

D'après  cela,  si  l'on  avait  t/ >  a„ — a,;^,,  la  condilion  tlevient  a„  =:  rt„  et  le 
nombre  des  solutions  est/'-'".  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  suffirait  de  calculer  d„  et  o„. 

On  voit  facilemcnl  (jue  si,  dans  la  série 


ti/, —  y./t  est  le  pi'emier  terme  égal  à  zéro,  y^«*+i  «/,  est  la  plus  haute  puissance  dc/> 
pour  laquelle,  comme  module,  le  système  des  congruences  admet  des  solutions. 

C'est  seulement  pour  préciser  les  idées  que  nous  avons  supposé  au  n"  31  ([i\r  le 
déterminant  (/„  du  système  (1)  n'était  pas  nul. 

Et  aussi,  à  jiropremcnt  parler,  ce  n'est  pas  là  une  restriction,  car,  en  ajoutant 
des  multiples  de  M  aux  coefficients,  on  ])eul  toujours  faire  en  sorte  fpril  eu  soit 
ainsi. 

Mais  la  plus  légère  attention  suffit  pour  reconnaître  que  le  théorème  XII  est 
général  et  reste  vrai  même  dans  le  cas  où  l'on  aurait  rf;,+i  S5  o,  à  condition  seule- 
ment de  se  conformera  notre  couxentum  de  prendre  dans  ce  cas 

e,:+i  =  ep4-2  =  . ..—  e,i=  o, 
cl  de  même  pour  les  invariants  de  la  matrice  complétée. 
33.    Considérons  maintenant  le  système 

";,1  ■''!  H-  .  .  .  -T-  ai^in+nOCm+n  =  "i  (  Hiod  M  ) 

({  =  1,2,    ...,«). 
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Désignfins  comme  ;iii  ii"  31  |iar 

_        dj  0^ 

les  invariauLs  de  la  malrice  cl  de  la  niauicc  compléléc,  puis  posons. 

r,  =  (M,p,-i.        ■;/=(M,  t/). 
C  =  C|  Co.  .  .c„, 
l'  =  YiY2-.  .-,',,. 

La  condition  nccessaiic  cl  suffisante  pour  cpi'il  v  ail  des  sohilions  est  alors  en- 
core 

C  =  r. 

mais    le    nombre   des    solulions    esl    C  x  M'".    \L\\  cffel,  on   oblienl   un    système 
équivalent 

eiVi~fi         (inodIM), 

(  =  I,   2 It 

fl  t'„_^|,  i'„^o,  .  .  .,  ('„_,_,„  restent  arijitraires. 
3i.   Soil  enfin  le  système 

Ci,\  .^1  -H ...  +  rt,-,„ ./■„  ^s  Ui         (  mod  M  ), 
((  =  1,2,  .  .  . ,  n  +  m). 


et  désignons  loujuiirs  par 

((  =  1,   2,    .  .  .,    rt  -H  l) 


6/=    —, (i  =  1.    2,    ...,/!), 


les  iinarianls  de  la  maliice  cl  tle  la  matrice  complétée. 

La  condition  nécessaire  et  siiflisante  pour  qu'il  y  ait  tics  solulions  s'obtient 
l'aide  du  théorème  VIII  sous  la  forme 

(  a  )  J 

(   =(M"+"',  l\l"+"'-'o,,  M''+"'-'-Oo,    ...,  M"'-'o„^,) 

ou,  après  une  léduetion  facile, 

(        =(M,  e,)x(M,  î2)x...x  (M,  s„+,). 


SIK    I.A    TIIi;Or,lE    llKS    NOMliKES.  lOI 

Mîiis,   jniisquc  (M,  2/,)  divise  (M,  c'a),  on  a  nécessairement 

(i)  £„+i=o        (moilM). 

Par  eonsé(|uent  M"'o„  divise  iM"'~'o„_^,,  et  au  lieu  de  (a)  on  peut  écrire 

(  .M"+"',  iM«+'«-i ,/, Mm ^,,  ) 

=  (M"+"',  M"-'-"'-'  0, ,    . . . ,  M'"  o„  ), 

ce  qui  revient  encore  à 

(2)  G  =  r, 

si  l'on  pose  comme  précédemment 

0  =  (M,  fi  )  X  (M,  e.2)  X.    .X  (M,  e,,). 
r  =  (M.  s,)  X  (M,  £,  )x...x  (M,  E„). 

Pour  qu'il  y  ail  îles  solutions,  les  conditions  (i)  et  (ti)  sont  nécessaires  et  suffi- 
santes. Le  nombre  des  conditions  s'obtient  sans  difficulté  ;  il  est  égal  à  C. 

3S.  Les  méthodes  développées  à  |)artir  du  n"  22  permettent  de  retrouver  avec 
facilité  la  plupart  des  résultats  obtenus  dans  la  première  Partie  de  ce  Chapitre. 
Nous  nous  bornerons  à  déduire  de  cette  façon  le  théorème  VIII  sous  une  forme 
plus  générale.  Considérons  donc  les  équations  non  homogènes 


(I) 


(   i    =   1,    ■!, 


sans  faire  aucune  li)potlièse  sur  m  et  ii.  Soient  ||  A  ||  el  ||  A'  ||  la  matrice  du  système 
et  la  matrice  complétée.  Si  l'on  prend  /,  des  //(  équations  et  que  l'on  considère 
tous  les  déterminants  du  degré  A  qu'on  peut  former  avec  leurs  coefficients,  ces 
déterminants  appartiennent  en  partie  à  la  matrice  ||  A'||.  Mais,  si  le  système  (I) 
admet  une  solution,  on  |)Ouria  remplacer  les  «(,/(+!  par  leurs  valeurs 


en  sorte  que  chaque  déterminant  de  ||  A' ||  s'exprime  en  fonction  linéaire  homo- 
gène des  déterminants  de  ||  A||.  Dans  tous  les  /i  équations,  le  p.  g.  c.  d.  des  dé- 
terminants de  II  A  II  est  donc  égal  au  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  de  ||  A'|[.  D'où 
l'on  conclut  (|ue  le  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  déterminants  du  degré  A"  est  le  même 
pour  les  deux  matrices  II  A||  ct||A'||.  Ce  sont  là  des  conditions  nécessaires   pour 


I02  T.-.l.    ST1ELT.IES. 

que  le  système  (I)  ailmetle  des   solutions.  Mais  ces  conditions  ne  sont  pas  toutes 
indépendantes,  comme  cela  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théouème  XIII.  —  Pour  que  le  système  (I)  admette  une  ou  p/usiettrs  solu- 
tions, il  faut  et  il  suj/it  que  le  rang p  de  \\  A||  soil  égal  au  rang  de  |1  A'||,  et 
que  le  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  du  degré  p  soit  le  même  pou/'  les  matrices 

\\A\\et\\A'\\. 

Nous  avons  à  démontrer  seulement  que  ces  condilions  sont  suffisantes.  Or,  par 
une  substitution 

1 

et  en  remplaçant  les  équations  (I)  par  des  combinaisons  convenables,  on  peut  ob- 
tenir un  système  absolument  équivalent 


(II) 


e,  l'i.-l- (/i  =  o,         e-2t'-,-i- 11-2=  o epV,,^Up=o, 

"/<+l  =  O,  (/,,^2=0,  ....  Il, „=zO. 


Dans  cette  transformation  les  rangs  de  ||  A  ||  et  de  ||  A'  ||  se  conservent,  de  même 
que  les  p.  g.  c.  d.  des  déterminants  du  degré  A'.  Puisqu'on  suppose  que  le  rang 
de  II  A' Il  est  =p,  les  déterminants  du  degré />  +  i 

eie-2  ^. .  Cpiip+i.     e^ei . .  .  e  pU  p+i.     ...,     Cie-î.  .  .  epii,,, 

doivent  s'annuler;  donc 

llp+l  =  llp+2  =  .  .  .  =  U,n  =  O. 

ce  qui  montre  que  les  équations  (II)  ne  sont  jias  incompalibles.  De  |)liis,  les  dé- 
terminants du  degré/*  de  la  matrice  ||A'||  transformée 

616-2. ..Cp,     1116263.. .6p,     6111263. ..ep,     ...,     6161. . .  Cp-iiip 

doivent  être  divisibles  par  c,  Co  •••  t'/j.  Donc  u , ,  u-^,  ■  ■  .  ,i/p  sont  divisibles  par 
€),  Cn,  .  .  . ,  Cp  respectivement,  en  sorte  que  les  équations  (II)  sont  satisfaites  par 
des  valeurs  entières  de  v,,  Co,  . . .,  Vp.  c.  q.  f.  d. 

La  plupart  des  résultats  de  ce  Chapitre  sont  dus  à  M.  Smith;  un  seul,  le  théo- 
rème VIII  avait  été  obtenu  antérieurement  par  M.  I.  Heger.  Le  même  sujet  a  été 
repris  ensuite  par  M.  Frobenius  qui  a  introduit  la  forme  bilinéaire.  Le  Mémoire 
de  M.  Frobenius  contient  encore  d'autres  applications  intéressantes  à  la  théorie 
algébrique  des  formes  bilinéaires. 
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